TENTO TEXT JESTE NENI OPATREN OBRAZKY

OD MERENI OBSAHU A OBJEMU
K INFINITESIMALNIMU POCTU

Vypocet obsahu nékterych rovinnych obrazcii a objemi nékterych téles patii
k standardnim soucastem Skolské matematiky. DéEti se v této souvislosti ve Skole
nauci par vzorct, které posléze zase uspesné -- az na vyjimky -- zapomenou. Pokud
se pozdé&ji alespon nékteré z nich dozvédi na sttedni Skole néco malo o integralnim
poctu, zafixuji si snad alesponi to, Ze uvedené typy uloh se pocitaji pomoci néjakych
integralt. Pii obvyklém uspéchaném vykladu Skolské matematiky (coz neni ani v
nejmenSim minéno jako vytka ucitelim matematiky, ale jen konstatovani faktu)
neni vétSinou pfedev§im z ¢asovych divodi mozné ani naznacit, Ze matematické
vysledky nejsou ddny shiiry, ale vznikly dlouhym vyvojem a tsilim generaci védc,
ktefi kousek po kousku dospivali k vysledkiim, které¢ my dnes prezentujeme jako
konecné.

Pokusme se proto nyni alespon stru¢né naznacit, jakého intelektualniho usili
bylo tfeba ke zvladnuti probléml méfeni obsahti a objemt, k vytvoreni kalkulu,
kterym tyto ulohy standardné feSime.

Neni sporu, ze ulohy o obsazich a objemech patii k nejstarSim praktickym
uloham, které se lidé ucili fesit. Doklady tohoto faktu najdeme prakticky ve vSech
dochovanych materidlech z predantickych kultur. Jako typicky ptiklad si vyberme
ukazky ze star¢ho Egypta.

Egyptska matematika

Ke vzniku geometrické terminologie ptispélo jiz ve 3. tisicileti pfed nasim
letopoctem zemédé&lstvi. Tato terminologie se sice v dalSim vyvoji neudrzela,
svédci vSak o svém plivodu z praxe.

Obrazec byl nazyvan ,,pole*, pravouhelnik ,,Ctyfrohé pole®, kruh ,,oblé“pole.
Ptedstavime-li si tvar udoli klesajiciho k Nilu, shledame, ze zaplavené izemi v nich
mélo tvar  ,,podlouhlych trojuhelnikd®, které se pii rozdélovani rozpadly na
,trojuhelnik!, fadu ,,lichobéznikii* az posléze ,,pravothelnika.



Zékladnim tvarem pole byl obdélnik, pro vypocet jeho obsahu byl v papyrech
nalezen vzorec (soucin ,,délky* a ,8itky). Odvozeni vzorce mohlo vychazet z tzv.
pruhové miry, zvané téz ,,polni loket®, kterd vychazela z pruhu zorané puady.

Pocet téchto vyoranych pruht (polnich lokti) se nésobil délkou pruhu,
soucin daval dosti pfesny odhad pro stanoveni mnoZstvi zasévané¢ho obili.
Trojuhelnik, ktery vznikal na konci udoli, kam aZz zasahovala voda zaplavujici
udoli, byl vétSinou rovnoramenny; pro n¢j nalézdme v Moskevském papyru (tloha
4) a v Rhindov¢ papyru (tloha 51) terminy ,,vtok* (pro zdkladnu) a ,,hranice* (pro
vysSku jako vzdélenost mista, kam az zasahovala voda, od ,,vtoku®). Obsah

trojuhelniku byl pak dan vyrazem %D, trojuhelnik byl vlastné proménovan na

obdélnik.

Obdobné se postupovalo s rovnoramennym lichobéznikem. I tam byl ,,vtok*
a, ,,odiez*“ b a ,hranice” v,. V 52. tilloze Rhindova papyru se tika, ze ,,vtok a odiez
se seCtou, soucet se deli, aby se to dodélalo na obdélnik a konecné se nasobi
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hranici, tedy T[vl . Je zajimavé, Ze jen v jednom pramenu (darovaci listiné

svatyn¢ v Edfu z 1.-2. stoleti pted n.l.) se setkavame s jinym Utvarem nez byly
dosud zminéné. 1 to nas mize utvrdit v tom, Ze praktické vypocty vedly k prvnim
spravnym geometrickym pravidlim. Ve zminéné listiné je asi 150 ptikladi na
vypocet obsahi rovinnych obrazcli; pro obecné Cctyfuhelniky o strandch s

velikostmi a,b,¢,d se uplatiiuje priblizny vypodet < ; < d%d , ktery dava presny

vysledek jen pro pravothelniky. Na zaklad¢ Givahy, Ze trojuhelnik 1ze povazovat za
ctyfuhelnik, ktery ma jednu stranu nulovou, je tyz vzorec uplatnén i pro vypocet
obsahu trojuhelnika.

K pochopeni toho, jak vypadala tehdej$i ,,matematika®, uved'me nékolik
autentickych uloh ze staroegyptskych pramenti.

Jak vime, nase hlavni poznatky o egyptské matematice Cerpame piedevsSim
ze dvou pramentl. Jsou jimi tzv. Moskevsky papyrus pochézejici z 19. stol. pt. n. .
a Londynsky (Rhindiv) papyrus, ktery je asi o 200 let mladsi. Prvni z nich je
znaén¢ poSkozen; lze v ném preist 25 uloh s feSenimi. Londynsky papyrus
obsahuje uloh 84, pficemz v nékterych ptikladech se papyry prekryvaji.

Ciselna symbolika, kterou v pfepisu tloh z téchto papyril uzivame, je dnes
obvykla. Egyptané uzivali desitkové soustavy a scitaciho principu, uzivali pouze

kmennych zlomkaii, tj. zlomki tvaru 1/n, které zapisujeme symbolem » . Jedinou

vyjimkou byl zlomek 2/3, ktery znadime 3.V daldim textu proto naptiklad zapis 3

2 4 znadi 3+l+l
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Rozméry obdélniku, iloha ¢. 6 z Moskevského papyru

Vzor pro vypocet obdélniku.

Je Ti dan obdélnik o vyméte 12; jeho §itka je 2 4 jeho délky. Pocitejs 2 4
abys dostal 1. Vychazi 1 3 . Pogitej s témi 12 ve vyméfe krat 1 3, vyjde 16.
Vypoéti koten (doslova ,,ihel*). Vyjdou 4 na délku, z toho 2 4 jsou 3 na §ifku.
Vypocet je, jak se déla.

Odvésny pravouhlého trojuhelniku, uloha ¢. 17
z Moskevského papyru

Vzor pro vypocet trojuhelniku.

Je Ti dan trojuhelnik o vyméfe 20. Jeho §ifka je 3 15 jeho délky. Pocitej s
témi 20 ve vyméfe krat 2. Vyjde 40. Pocitej s 3 15 , abys nalezl 1. Bude to 22.
Pocitej 40 krat 22. Vyjde 100. Vypoéti kofen. Vyjde 10. Hle, t&chto 10 je jeho

délka. Pocitej 3 15 z 10. Budou to 4. Hle, tyto 4 jsou jeho $iika, nalezl jsi
spravne.

Vyméra kruhového pole, uloha €. 50 z Rhindova papyru

Vzor pro vypocet (vymery) kruhoveho pole o priimeéru 9.

Jak poznas vymeéru pole? Zjistis jeho 9, to je 1. Zbytek je 8. Vypoditej 8 krat
8. Bude to 64. Znas to pole o vyméie 64. Vypocteno, jak ma byt.

(Na papyru jsou téz zapsdny numerické vypoCty ve zvlaStnim sloupci v
zaveéru textu.)



Povrch koSe, uloha ¢. 10 z Moskevského papyru

Rekne-li se Ti, ko§ nahofe otevieny s 42 v ném obsaZenych. UkaZ jeho povrch.
Pocitej 9 z 9, protoZe ko$ je polovina vejce. Vychazi 1. Poéitej zbytek jako 8.
Pocitej 9 z 8, to ddva 3 6 18 . Pocitej zbytek z téch 8 po odebrani té&ch 3 6 18 .
Vychéazi 79. Pogitej 79.krat 42 . Vychazi 32. To je ten povrch. Nalezl jsi
spravng.

Objem komolého jehlanu, iloha ¢. 14 z Moskevského papyru

Vzor pro vypocet pyramidy, ktera nema vrchol)

Je T1 dana useknutd pyramida vysoka 6 loktii, 4 na spodni hran¢, 2 na horni hrané¢.
Pocitej s témi 4 tak, Ze je umocniS. Vyjde 16. Zdvojnasob 4, vyjde 8. Vypocitej
druhou mocninu onéch 2. Vyjde 4. Secti téchto 16 a téchto 8 a tyto 4. Vyjde 28.
Vypoditej 3 ze 6; vychazi 2. Vypocti 28 krat 2, vyjde 56. Hle, je to 56. Nalezl jsi
spravnge.

Na piipojeném obréazku je hieroglyficky piepis textu této ulohy (original je v méné
vyrazném hieratickém pismu). Text se ¢te zprava doleva.

Sklon pyramidy (seked), uloha ¢. 36 z Hindova papyru}
Vzor pro vypocet pyramidy

360 je strana jeji podstavy, 250 je vyska, dej mi poznat jeji seked (= sklon).

Vypodet: 2 ze 360 je 180.

1 250 (V papyru se vysledek 2 5 50 chape
\ 2 125 jako vyjadieny v loktech, prevadi se na
\ 5 50 dlané (1 loket v =7 dlani),
\ 50 5 sedminasobek dava 5 25 dlang.)
2 5 50 180

Pomineme-li aspekty typické pravé jen pro egyptskou matematiku (zapisy cisel,
konkrétni kalkulus apod.), miizeme ve vySe uvedenych textech snadno vysledovat



fadu charakteristickych typa typickych pro matematiku ,piredvédeckého obdobi
obecné, nejen tedy pro matematiku egyptskou. Uved’'me jen nasledujici.

* Pocetni postupy jsou demonstrovany na konkrétnich ptikladech. Ptestoze -
jak lze snadno ovéfit - je vypocet de facto Casto provadén podle téchze
,vzorci®, jakych uzivime my, nejsou tyto vzorce ani ndznakem zminény.

* Demonstrované¢ postupy nejsou nijak odvozovany, vypocet neni ani
naznakem zdavodnén.

o Text postradd vesSkeré atributy, které dnes u matematického textu
povazujeme za téméf samoziejmé: symbolicky zdpis operaci, oznaceni
proménnych atd.

Vsechny tyto rysy nabyvaji nové podoby az v antickém obdobi. Proto pravé do
star¢ho Recka klademe vznik matematiky jako védy v modernim smyslu.

Reck4 matematika

Jakkoliv dosahla egyptska 1 mezopotamska matematika pii vypoctech obsahti
ploch a objemt téles fady pozoruhodnych vysledka, fesila jen nékteré standardni
typy uloh (trojihelnik, lichobé&znik, pyramida atd.). Obecné ulohy, kdy hranice je
tvofena kiivkou ¢&i plochou, zadali fesit az Rekové.

Zamyslime-li se nad tim, jak dnes odvozujeme vztahy pro vypocet uloh
tohoto typu, €i ideu, na niZ je zalozen vSeobecné znamy nastroj na feSeni téchto
problémt - tzv. Jordanova mira, je zékladni idea vcelku jednoduchd. Zjistovany
obsah (objem) aproximujeme zdola a shora pomoci vepsanych a opsanych utvari
daného typu (Ctvercii, krychli), jejichz miru zndme. Intuice nam piitom napovida,
ze ¢im ,,jemnéj$i* jsou ony Utvary, tim lepsi aproximaci obdrzime.

Integral pak obdrzime vlastné nekone¢nym prodlouzenim téchto aproximaci:
souctem - ndzorn¢ feceno - nekonecné mnoha nekonecné malych velicin.

Uvedena idea je natolik jednoduchd, Ze jeji koteny lze vystopovat v davné
minulosti. Jejim autorem je EUDOXOS z Knidu, ktery ve 4. stoleti pf. n.l.
vypracoval tzv. exhaustivni (vyCerpavaci) metodu, ktera je genialni ptedchiidkyni
pozd¢jSich infinitesimalnich tivah.

Eudoxovy prace se nam nedochovaly, jeho metoda je vSak podrobné
rozpracovana v Eukleidovych Zdkladech, které byly napsany o nékolik desetileti
pozdéji.

Teoretickym zdkladem Eudoxovych uvah bylo tvrzeni, které Eukleides
dokazuje v 1. odstavci X. knihy:



Jsou-li dany dve nestejné veliciny a od vétsi odecteme jeji cdst vetsi nez jeji
polovina a od zbytku opét jeho cast vetsi nez jeho polovina a budeme tak cinit stdle,
zbude néjaka velicina, jez bude mensi nez dana mensi velicina).

Dnesni terminologii feceno:

Jsou-li a, b redlna cisla, 0 < a <b, pak existuji takova kladna cisla c,, c,, ...
Cn < 1/2, ze b.ci.co. ¢, < a. (V ditkazu Eukleides uzZiva tvrzeni, kterému se dnes
bézné rika Archiméduv axiom: K realnym 0 < a < b existuje takové prirozené n, zZe
n.a>b.)

Eudoxos samotny postupoval tak, ze hledanou hodnotu poméra obsahii ¢i
objemti odhadl a pak sporem dokazoval jeji logickou nutnost. Eukleides timto
zpusobem v Zakladech odvozuje nasledujici tvrzeni.

Obsahy kruhii jsou v témze pomeéru jako ctverec jejich priimeérii.

Objemy jehlanii o stejné vySce jsou téemze poméru jako obsahy jejich
podstav.

Objem kuzele je tretina valce majiciho touz podstavu a stejnou vySku.
Objemy kouli jsou v témze poméru jako krychle jejich prumeéru.

Eudoxovu exhaustivni metodu vyznamné rozpracoval ARCHIMEDES, ktery
byva Casto nespravné uvadén jako jeji tvlrce. Archimédes mistrné zvladl
Eudoxovu metodu i mySlenkové postupy atomisticke Skoly (napiiklad predstavy o
slozeni ploch z Gsecek ¢i velmi tzkych rovnobéznikil); genialné vyuzival rovnéz
svych fyzikalnich znalosti. Takto ziskal odhad vysledku a exhaustivni metodou pak
tyto vysledky dokézal.

Eudoxovu metodu vyuzival dvojim zplisobem:

* vySetfovanou miru M aproximuje dvéma posloupnostmi (a,), (b,) s kladnymi
Cleny tak, ze pro kazdé ptirozené n plati a, <M < b,; hodnotu S (z dneSniho
hlediska jde o spole¢nou limitu uvedenych posloupnosti) bere z odhadu a
rovnost M = § dokazuje tim, ze od ptedpokladd M < §, M > § dojde ke
sporiim (zpravidla k disledkim, ze pro nékteré n plati b, <S ¢i1 a, > S;



* vySetfovanou miru M vyjadiuje dvéma posloupnostmi (a,), (c,) s kladnymi
Cleny tak, ze pro kazdé ptirozené n plati M = a, + c,, pficemzZ pro kazdé
kladné¢ & dovede najit takové n, ze cn < ¢ ; hodnotu S bere z odhadu a
rovnost M = S dokazuje tim, ze od ptedpokladi M < S, M > S dojde ke
sporim.

Archimédav divtipny styl vykladu demonstrujme na dvou ukazkach.

V prvni uvedeme podstatnou ¢ast jeho dopisu Eratosthénovi. Tento rukopis byl
nalezen az v r. 1906. Je v ném vystizn¢ charakterizovana jeho dimyslnd metoda
objevovani vysledkli, pfi niz vyrazné uplatiiuje své fyzikdlni mySleni. (Jako
utvarii.)

Jak vSak Archimédés v zavéru této brilantni prace piSe, uvedenou tvahu
nepovazuje za piesny ditkaz. Ten je uveden v jeho dal$i praci Kvadratura paraboly

Ctenaf si jisté povsimne Archimédova stylu vyjadfovani, pro ktery jsou
typicka obsdhld souvéti. Soucasné si uvédomme zcela zdsadni posun, ktery
vykonala feckd matematika oproti matematice egyptské. Srovnani Archimédova
textu s ukdzkami z egyptskych papyri jisté bez dalSiho komentédie dostatecné
demonstruje co mame na mysli, kdyZ fikame, e v antickém Recku se matematika
zrodila jako véda.

ARCHIMEDES

Poselstvi Eratosthénovi o mechanickych vetach

Pocitil jsem nutnost napsat Ti a v téhle knize vylozit jednu zvlastni metodu,
pomoci niz ziskd$S moznost nalézat nékteré matematické véty pomoci mechaniky.
Vétim, Ze Ti tato metoda bude neméné uzitecna 1 k dikazim samotnych vét.
Skutecné, cokoliv jsem dfive nahlédl pomoci mechaniky, pozdéji jsem dokazal i
geometricky, protoze to, co se nahlédne touto metodou, neni jesté¢ diikaz; nicméné
je mnohem snazsi ziskat pomoci ni jakousi pfedstavu o zkoumané véci a pak najit 1
dikaz nez kdyz se zkouma a nic se nevi.

Proto ja 1 pokud jde o ty véty o kuzeli a jehlanu, pro nez Eudoxos jako prvy
naSel dikaz, Ze totiz kazdy kuzel predstavuje tietinu véalce a kazdy jehlan tfetinu
hranolu s touz podstavou a stejnou vyskou, piisuzuji nemaly dil zasluh
Demokritovi, ktery jako prvni vyslovil tuto skute¢nost o zminénych utvarech, i
kdyz bez ditkazu. A nam se podafilo najit nyni publikované véty touz metodou jako



ty uz zminéné, proto jsem se rozhodl napsat o této metod€ a zvetejnit ji, jednak
jsem piesvédCen, Ze muize pifinést matematice nemaly uzitek; predpokladam, zZe
nckteii soucasni nebo budouci matematici budou umét predvedenou metodou
nalézt 1 jiné véty, které nam jesté nepiisly na mysl.

Jako prvni popiSeme to, co jsme jako prvni véc objevili pomoci mechaniky, a
to, ze kazda tseC paraboly vytvaii Ctyfi tretiny trojuihelniku s touz zakladnou a
stejnou vyskou, a potom kazdou z vét, které jsme touto metodou ziskali. ...

Lemmata

3. Jestlize teziste kazdé veliciny z libovolného poctu velicin lezi na jedné primce,
pak na téze primce bude lezZet i teziste veliciny slozeni ze vSech téchto velicin.

4. Tezistem kazde primky bude jeji stired.

5. Tezistem kazdeho trojuhelniku bude bod, ve kterém se navzajem protinaji primky
vedené z vrcholu trojuhelnika ke stiediim jeho stran.

Necht' ABC je tse€ seviend piimkou AC a parabolou ABC; rozpilime AC bodem
D, rovnobézné s primérem povedeme DBE a pfimky AB, BC. Tvrdim, ze tse¢
ABC tvofi Ctyfi tietiny trojuhelniku ABC. Z boda A,C sestrojime AZ rovnobéznou
s DBE a CZ - te¢nu k parabole. Prodlouzime CB do K a umistime KV shodnou s
CK. Pfedstavime si rovnoramennou paku CV se sttedem K a néjakou ptimku MX
rovnobéZnou s ED.

Protoze CBA je parabola, CZ jeji tecna a CD potadnice, je EB rovna DB (to se
dokazuje v zadkladech teorie kuzelosecek); proto, a také proto, Ze ZA a MX jsou
rovnobézné s ED, bude piimka MN shodna s NX, a ZK s KA. A protoze CA se ma
k AX jako MX k XO (to se dokazuje v lemmatu 6), CA k AX jako CK ke KN, a
CK je shodné s KV, potom VK se mé ke KN jako MX k XO. A bod N je tézistém
piimky MX, protoze MN je shodnd s NX, tudiz, kdyZ vezmeme ptimku TH
shodnou s XO a majici tézist¢ V, pak, aby TV byla shodnd s VH, pfimka TVH
bude v rovnovaze s MX, ktera ziistane ve své poloze. Use¢ky na VN jsou nepiimo
umérné vaham TH a MX, t.j. VK se bude mit ke KN jako MX k HT.

Bod K bude tézistém veliiny sloZzené z obou vah TH a MX. Obdobné
vSechny ptfimky vedené v trojuhelniku ZAC rovnobézné s ED, budou v rovnovaze
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veli¢iny sloZzené z kazdé dvojice takovych pfimek. A protoze trojuhelnik CZA se
sklada ze vSech takovych usecek nachézejicich se v trojuhelniku CZA, a use¢ ABC
se sklada ze vSech obdobnych piimek XO vzatych uvnitf paraboly, znamena to, Ze
trojuhelnik ZAC, zlstavaje ve své poloze, bude vzhledem ke K v rovnovaze s
slozené z nich obou. Nyni rozdélime CK bodem S tak, aby CK byla tiikrat delsi nez
KS; potom bod S bude tézistém trojuhelniku AZC. ProtoZe trojuhelnik ZAC, \
zustavaje ve své poloze, je vzhledem ke K

Obrr. 3
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V v témz poméru jako VK k SK. Ale VK je ttikrat vétsi nez KS: to znamena, ze
trojuhelnik ZC bude ttikrat veétsi nez Gse¢ ABC. Ale trojuhelnik ZAC je Ctytikrat
vetsi nez trojuhelnik ABC, protoze ZK je shodna s KA a AD shodna s DC, to
znamena, ze use¢ ABC tvoii Ctyfi tietiny trojahelniku ABC.

I kdyz to neni dokézano ani celou vySe uvedenou tivahou, piesto to budi dojem, ze
kone¢ny zavér je spravny; proto my, vidice, ze zavér neni dokazan, a majice

podezieni, Ze je spravny, predkladame geometricky dikaz, ktery jsme diive nasli a
publikovali.

ARCHIMEDES
Kvadratura paraboly



Pted vétou XXIV, kterd obsahuje onen slibeny ,,geometricky dikaz®, jsou v
Archimédové praci véty, jez struéné vysvétlime:

XX. Trojuhelnik, ktery ma s useci paraboly spolecnou zdkladnu a stejnou vysku, je
vetsi nez polovina usece.

Trojahelnik ABC je polovinou rovnob&Zzniku AMNC tvoieného te¢nou v
bod¢ B a zdkladnou AC s ni rovnobéznou; AM, CN jsou rovnobézné s prameérem
BF paraboly. Tvrzeni véty je ziejmé z toho, Ze use€ je men$i nez rovnobé&znik
ACMN.

Tento poznatek lze pfenést na trojuhelniky a tiseCe ADB, BEC sestrojené
pomoci priméra ID, KE rovnobéznych s FB.

Obr. 4

XXI. Trojuhelnik ABC je osmkrat vetsi nez kazdy z trojuhelnikit ADB, BEC.

Trojuhelnik ABC je prvnim utvarem vepsanym do tseCe ABC; druhym je
sjednoceni trojuhelniki ABC, ADB, BEC; tfeti se ziska piipojenim dalSich
trojuhelniki se zédkladnami AD, DB, BE, EC atd.atd. Pro obsahy téchto utvari
plati:

XXII. Vezmeme-li jakykoliv pocet ploch tvoricich spojitou proporci v poméru 4 ku
1, pricemz nejvetsi se rovna trojuhelniku vepsanému do usece, pak vsechny
tyto plochy dohromady budou mensi nez usec.

Archimédés duvtipné vytvortil geometrickou fadu s kvocientem 1/4, o jejimz
castecném souctu odvodil vétu (vyjadienou pouze slovy):

XXIIL Je-li S=a+%+...+4 %L , pak S+l 4 =£a.
4 4" 3 3

n



Déle Archimédés vyuzivda vySe uvedené FEudoxovy véty uvedené
v 10. knize Eukleidovych Zakladu.

XXIV. Kazda use¢ seviena mezi primkou a parabolou tvori Ctyri tretiny
trojuhelniku, ktery s ni ma spolecnou zakladnu a stejnou vysku.

Necht ADBEC je UseC¢ seviend mezi piimkou a parabolou, ABC je
trojuhelnik majici s useci spole¢nou zakladnu a stejnou vysku; necht’ plocha K tvofi
Ctyfi tretiny trojuhelniku ABC. Je tieba dokazat, Ze tato plocha se rovna tuseci
ADBEC.

Skutecné, kdyz se nerovnd, bude bud’ vétsi nebo mensi. Necht’ nejprve bude
use¢ ADBEC, je-li mozno, vétsi nez plocha K. Tehdy jsem vepsal trojihelniky
ADB, BEC, jak bylo feceno vyse, do useci zbylych po stranach, vepsal jsem dalsi
trojuhelniky majici s t€émito tiseCemi spole¢né zdkladny a vysky, a potom do takto
ziskanych usec¢i stale vpisuji dvojice trojuhelnikli, které s nimi maji spolecné
zékladny a vysky; potom zbyvajici GiseCe se jednou stanou mens$imi nez ten rozdil,
o ktery je use¢ ADBEC vétsi nez plocha K, takze vepsany mnohothelnik bude
vetsi neZz plocha K, ale to neni mozné. Skutecné, madme plochy tvofici spojitou
proporci v poméru 4 ku 1, a to jmenovité prvni je trojahelnik ABC, ¢tytikrat vetsi
nez oba trojuhelniky ADB a BEC dohromady, déle tyto trojuhelniky jsou Ctytikrat
vEtsi nez trojiihelniky vepsané do dalSich seci a tak stale dale; je jasné, Ze vSechny
tyto plochy dohromady budou mensi nez Ctyfi tfetiny nejvetsi plochy (trojuhelniku
ABCQC), ptitom K tvoii Ctyfi tfetiny nejvétsi plochy. To znamena, Ze use¢ ADBEC
nebude vétsi nez plocha K.

Obr. 5

Necht’ nyni, je-li to mozné, bude use¢ ADBEC mensi (nez K). Vezméme
plochu Z rovnou trojihelniku ABC, potom plochu H rovnou ¢tvrting Z, dale O



rovnou ¢tvrtiné H a takto budeme brat stale ve spojité proporci az do doby, kdy se
posledni plocha ukéaze byt mensi nez ten rozdil, o ktery je plocha K vétsi nez usec
ADBEC.

Necht’ tato mensi plocha je I; tehdy plochy Z, H, O, I dohromady spolu s
tretinou I tvoii Ctyfi tietiny Z (podle véty XXIII). Ale K také tvofi Ctyfi tietiny Z; to
znamena, ze K bude rovna plocham Z, H, O, I vzatym spolu s tfetinou I. ProtozZe
plocha K je vétsi nez plochy Z,H,0O,I o veli¢inu mensi nez I, ale ise¢ ADBEC je
vetsi o veliCinu veétsi nez 1, je jasné, ze plochy Z,H,0,I budou vétsi nez usec. To je
nemozné, protoze je dokazano (véta XXII), ze kdyz se vezme libovolny pocet
ploch tvoficich spojitou proporci v poméru 4:1, pfiCemz nejvEtSsi se rovna
trojihelniku vepsanému do useCe, pak vSechny tyto plochy dohromady budou
mensi nez use¢; to znamend, ze use¢ ADBEC neni mensi nez plocha K. Ale je také
dokéazéano, Ze nebude ani vétsi; to znamend, Ze se bude rovnat plose K. Ale plocha
K tvofi Ctyfi tfetiny trojuhelniku ABC; to znamend, Ze Use¢ ADBEC se rovna
Ctyfem tietinam trojahelniku ABC.

Zrod infinitesimalniho poctu

Je vSeobecné znamo, Ze infinitesimalni pocet (tj. diferencidlni a integralni
pocet) vytvorili v 17. stoleti NEWTON a LEIBNIZ. Jejich prace se vSak nezrodila
zCista jasna, ale navazala na fadu pfedchiidcli. Mezi nejvyznamnéjsi z nich patii
napiiklad FERMAT, DESCARTES, BARROW a dalsi. My vSak styl
infinitesimalnich uvah pifed Newtonem a Leibnizem demonstrujeme na pracich
Keplera a Cavalieriho.

KEPLER, zndmy ptfedevSim jako astronom, vydal v roce 1615 spis Nova
stereometria doliorum vinariorum (Nova stereometrie vinnych sudii) s naprosto
prozaickou motivaci urCovat objem téchto nadob. Kepler postupoval metodou
rozdeéleni télesa na nekonecné mnoho nekonecne malych ,kusi*, jejichz objem lze
jednoduse vypoctem urcit. Pouzil tedy ten druh Gvahy, které se fika infinitesimalni
uvaha.

Postup si osvétlime na jednoduchém Keplerové zplisobu urcovani obsahu
kruhu.

Kruznice, ktera ohraniuje kruh, obsahuje tolik ¢asti, kolik ma bodu -- tedy
nekone¢né mnoho. Kazdou z (nekone¢né malych) Casti kruznice povazujeme za
zékladnu rovnoramenného trojihelniku s ramenem, které se rovna poloméru kruhu
a jehoz vrchol lezici proti zakladné€ je umistén ve stfedu kruhu. Obsah kruhu je pak
roven souctu obsahti vSech takovych rovnoramennych trojiihelnikii. Predstavme si,
ze kruznice se sttedem S je rozvinuta do useCky AC tak,



Obr. 6

ze polomér SA je k ni kolmy. Nekone¢né¢ malému BA na kruZnici odpovida dilek
DC na usecce AC. Trojuhelniky BAS, DCS maji spole¢nou vysku AS a zakladnu
steyné délky, tedy maji stejny obsah. Tuto proceduru lze zopakovat pro kazdou
nekonecné malou cast kruznice. Po seCteni nekone¢ného poctu nekonecné malych
trojuhelniki Kepler spravné usoudil, Ze obsah trojihelniku ACS je roven obsahu
kruhu a dostal tim zndmy vzorec, podle kterého je obsah kruhu roven poloviné
soucinu poloméru a obvodu kruhu.

Uz tento jednoduchy piiklad ukazuje, Ze v pozadi ivahy stoji infinitesimalni
technika ,,sou¢tu nekone¢ného poctu nekonecnémalych veli¢in®“. Kepler ji
nikterak nezdlivodinoval, slouzila mu vSak k urCovéani objemi riznych téles a ve
zminéné praci vyustila v praktickou metodu, jiz se objem sudu urci pomoci hiilky,
kterou se zjisti nékteré délky.

Pon¢kud jiny pfistup k urcovani objemil téles pouzil B. CAVALIERI
Dodnes se cituje Cavalieriho princip: Kdyz dve telesa maji stejnou vysku a kdyz
Fezy rovinami, které jsou rovnobézné s jejich podstavami a maji od nich stejnou
vzddlenost, jsou takové, Ze pomer jejich obsahii je vidy stejny, potom objemy téles
maji tyz pomer.

KdyZz pro ilustraci budeme pomoci Cavalieriho principu urovat objem
kruhového kuzele s polomérem zakladny r a s vySkou h, miZeme jej porovnat s
jehlanem o vySce h se ¢tvercovou podstavou, jejiz strana ma délku 1. Roviny, které
jsou rovnobézné s podstavami obou téles a jsou vedeny ve stejné vzdalenosti od
podstav, protinaji tato télesa v kruhu, resp. Ve Ctverci, jejichZ obsahy jsou v
konstantnim poméru nir” : 1.

Bude-li tedy Vi objem kuzele a V; objem jehlanu, dostaneme podle
Cavalieriho principu, Ze plati

L =m? 4.V, =, .



Kdyz budeme védét, ze objem jehlanu je 7, :%h, dostaneme ihned objem

kuzele V, =%7Tr2 % .

Obr. 7

B. Cavalieri pouzil metodu porovnavani nekonecné malych casti téles,
jakychsi vrstvicek, které nazyval indivisibilie (nedélitelné). Jde ptitom o nedélitelné
casti niz§i dimenze, nez je vySetfovany utvar; Cavalieri je nescital, pouze je
porovnaval s analogickymi nedélitelnymi ¢astmi jin¢ho ttvaru.

o kX

Jak jsme vSak jiz uvedli, je vznik infinitesimalniho poctu po zasluze spjat se
jmény I. Newtona a G.W. Leibnize. Historie jejich objevill a vzdjemného soupeteni
je natolik zndma, Ze se ji miizeme vénovat jen velmi stru¢né.

Dnes je prokazano, ze ptisluSné tivahy provedl jako prvni NEWTON, ktery vSak
otalel s jejich zvefejnénim. Proto prvni publikovana prace v této oblasti patii
LEIBNIZOVI. V tomto faktu lze hledat zarodek jejich pozdé;Sich sport.

NEWTON, ktery k celé problematice piistupoval piedevSim jako fyzik,
zformuloval zékladni ulohy matematické analyzy a nalezl postupy pro jejich feSeni
v 1. 1666, v dobé¢, kdy kviili morové epidemii byly uzavieny univerzity a Newton
sdm pobyval na venkové u svych prarodi¢tu. V praci z tohoto roku, kterou vSak
nepublikoval a proto ji znali jen jeho ptatelé, objevil zakladni vztah mezi derivaci a
integralem.

LEIBNIZ zapocal svd badani v tomto sméru az v r. 1672, jeho vliv na
soucasniky byl vSak vétsi nez vliv Newtonilv. Leibniz totiz vénoval mnohem vétsi
pozornost symbolice a celkovée byl jeho ptistup matematikiim bliZsi.



Kalkulus vybudovany Newtonem a Leibnizem se v 18. stoleti dockal bouflivého
rozvoje, nebot’ pres veSkeré nejasnosti a problémy spojené s nekone¢né malymi
veli¢inami, na nichz byl zalozen, umoznil feSeni fady obtiznych problémi. O

rozvoj] matematické analyzy v 18. stoleti se zaslouzili pfedev§im L. EULER,
bratfi Jacob a Johann BERNOULLIOVE, J.L. LAGRANGE a dalsi.

V priabehu 18. stoleti vSak stale vice do poptedi vystupovaly problémy spojené s
vagnosti pojmi uZzivanych zakladateli matematické analyzy. Tyto problémy
narostly posléze natolik, ze se nékdy o tomto stavu hovoii jako o 2. Kkrizi
matematiky.

Tato krize byla ptekonana az v 19. stoleti, kdy BOLZANO a CAUCHY zah4jili
obdobi tzv. zpresiiovani matematické analyzy, které posléze dovrsil
WEIERSTRASS dobudovanim tak dobfe znamého ,,e-6‘ jazyka soucasné analyzy.

Klicové bylo v této souvislosti pfedev§im zavedeni pojmu limity, spojené se
jménem Cauchyho (kolem r. 1820).

V intencich naseho tématu se vSak vénujme piedev§im vyvoji pojmu integral.
Tradice 18. stoleti, podle niz integrovani je inverzni operaci k derivovani, piezivala
1 do prvnich desetileti 19. stoleti. Bylo zndmo, Ze souvislost mezi derivaci a
integralem udava tzv. zakladni véta kalkulu

[ () = F(p) - F(a)

(kde F' = f). Do jisté miry vSak tento vztah byl jen zavedenim symbolu na levé
strang, 1 kdyz povaha integralu jako ,jisté limity integralnich soucti* byla
intuitivné dobife chapana od dob Leibnizovych a vlastné byla zakladem
infinitesimalnich tvah o problému kvadratury.

Teprve okolo roku 1820 se explicitné objevuje souctova definice integralu u
Cauchyho. Pro funkci f spojitou na < a, b > uvazoval déleni a=x, <x, <---<x,=b a

ptifadil mu soucet

Dokézal, ze tyto soucty maji limitu, pokud norma déleni konverguje k nule. Zde
neni obtizné odhalit to, ze Cauchy na zakladé svych znalosti uptfesnoval predstavy
o tom, jak je tfeba obsah obrazce chapat jako soucet nekonecného poctu nekonecné
malych veli¢in. V tomto dikazu Cauchy vlastné vyuzival stejnomérnou spojitost
funkce f, tj. pojem, ktery vykrystalizoval daleko pozdé¢ji. Cauchy uvedl vSechny
zékladni vlastnosti takto definovaného integralu: linearitu, zavislost na integracnim
oboru 1 vé€tu o stfedni hodnot€. Dale dokazal, ze funkce



F(x)= [ f(e)dr

a

je primitivni funkci k fa ukézal, Ze rovnost

b

[ 1'()ax = 1(p)- 1(a)

a

plati za ptedpokladu spojitosti /. (Zavedl také pojem hlavni hodnoty integralu, aby
zahrnul ptipady izolovanych singularit.)

Vcelku Ize konstatovat, ze Cauchy zavrsil teorii integralu pro spojité
funkce jedné proménné. Jeho snaha po zpfesnovani matematické analyzy vedla
napft. k tomu, ze pojmy dosud chapané pouze intuitivné, jako napi. délka, obsah,
objem, povrch definoval pravé pomoci integralli, které pro vypocet bézn¢ slouzily.
Tak napt. délku oblouku kfivky daného rovnici y=f(x) na <a, b> definoval jako

b

s=_[ 1+(y') dx .

a

(OvSem u Cauchyho takova definice pfedpoklddala spojitost f'!) Problém, jak
zminéné geometrické poymy definovat obecnym a pfirozenym zplisobem, bez
zbyte¢nych omezujicich predpokladii, ¢ekal na uspokojivé feSeni vlastné az do
20. stoleti.

Dalsi vyznamny pokrok v teorii integralu znamenala RIEMANNOVA prace
z 1. 1854, kterou publikoval v r. 1867. Pro jeji zésadni dileZitost uvedme jeji
podstatnou cast.

B. RIEMANN

O moznosti vyjadrit néjakou funkci
trigonometrickou radou

Nejistota, ktera stale vladne v fad¢ zasadnich otazek teorie ur¢itého integralu,
nas nuti ustanovit nékolik poznatki o ur¢itém integralu a rozsahu jeho platnosti.

b
Nejprve: Co se ma rozumét pod J' fx)ax ?



Abychom to stanovili, vezmeme posloupnost hodnot x,,x,,...,x,_, leZici mezi
a a b uspotadanych podle velikosti a oznaéme pro stru¢nost x, —a symbolem 4, ,
x,—a symbolem A,,...,b-x,, symbolem A a oznatime g vlastni kladné
zlomky. Potom hodnota souctu

S=A4, Qf(a +€1A1)+A2 g{(xl +€2A2)+A3 gf(xz +53A3)+"'+An gf(xm—l +£nAn)

bude zaviset na volb¢ intervalit A, a veliCin ;. Jestlize ma tu vlastnost, Ze se blizi
k jisté pevné limité 4, pokud se vSechna A. stavaji nekonecn¢ mald, at’ jsou A, a

b
&; jakkoli zvolena, potom se 4 nazyva j Flx)ax .

b
Jestlize tuto vlastnost nema, potom [ f(x)dx postrada smysl.

Za druhé urCeme rozsah platnosti tohoto pojmu a ptejme se: ve kterych
piipadech je funkce integrovatelnd a ve kterych neni?

Nejprve ... predpokladejme, Ze souet konverguje, kdyZz se vSechna A, stavaji
nekonecné malymi. Pak ozna¢me D; nejvéetsi variaci funkce mezi a a xi, tj. rozdil
jeji nejvetsi a nejmensi hodnoty v tomto intervalu, symbolem D, nejvétsi variaci
mezi x; a x,, ... ,a D, nejvetsi variaci mezi x,,.; a b; potom

AD, +A,D, +-+A D
se musi stdt nekonecné¢ malé s veli¢inami A, . Dale pfedpokladejme, Ze pokud
vSechna A, zlstavaji mensi nez d, je nejvétsi hodnota, kterou tento soucet mlize
nabyt, rovna A ; A pak bude neklesajici funkci d, ktera se s touto hodnotou blizi

k nule. Jestlize nyni celkova velikost intervalll, v nichz zminéné variace jsou v¢étsi
nez o, je rovna s, pak pfispévek tohoto intervalu k sou¢tu A D, +A,D, +---+A D,

bude ziejmé alespon ¢ s. Proto mame

oG <AD, +A,D, +-A D <A,

L4 A W e 14 O W I4 W A W W . W 14
tudiz s<— . Pfi zadaném ¢ miize byt vZzdy — ucinéno libovolné malé vhodnou
o o

volbou d; totéz proto plati pro s a odtud tudiZ plyne:



K tomu, aby soucet S konvergoval, kdyz se vsechna A, blizi k nule, je nutné, krome

omezenosti funkce f(x), aby celkova velikost intervalu, v nichz variace jsou vétsi nez
jisté libovolné zadané o, mohla byt ucinéna libovolne mala vhodnou volbou d.

Toto plati také obracené: Jestlize funkce f(x) je omezend a jestlize se s nekonecnym
poklesem vsech velicin A, celkova velikost s intervalii, v nichz variace funkce

prevysuje jistou zadanou velicinu o, blizi k nule ... , potom soucet S konverguje,
kdyz se vSechny A, stavaji nekonecné malé.

Ty intervaly, v nichz variace pievySuje o, pfispivaji totiz do sumy
AD, +A,D, +---+A D, hodnotou, ktera je menSi nezZ soucin s a maximum variace
funkce mezi a a b, coz je konecné (podle predpokladu); ostatni intervaly piispivaji
hodnotou mensi nez o {p—a). Zfejmé lze nyni ¢ nejprve vzit libovoln& malé a
potom lze vzdy urcit velikost intervali (podle predpokladu) tak, Zze x se stdva
libovolné malé, ¢imZ se také soucet A, D, +A,D, +---+A, D, stava libovolné maly, a
v disledku toho lze sevftit soucet S mezi libovolné blizké meze.

Nasli jsme tedy podminky, které jsou nutné a postacujici ke konvergenci S,
pokud se blizi A, k nule, takze 1ze mluvit o integralu funkce f{x) mezi a a b v

ostrém smyslu.

Jak tedy vidime, jeSt€¢ ani Riemann nepracoval s dnes béZznymi slozkami tzv.
,Reimannova* integralu, jako jsou dobie zndmé horni a dolni soucty, respektive
horni a dolni integral. Jeho cilem bylo charakterizovat ty funkce, pro néz lze
integral definovat pomoci souctil, coz se mu pln¢ zdafilo.

Dnesni piistup k Riemannovu integralu vybudovali v letech 1875-80
G. DARBOUX, V. VOLTERRA a G. PEANO. Dnes bézné oznaceni pro horni a
dolni integrél zavedl v r. 1881 Volterra.

Tzv. Jordanovou miru, pomoci niz je definovan Reimanntiv integral funkci
vice proménnych, vybudoval JORDAN v r. 1892.

Riemanntv integral byl ve 20. stoleti rliznymi zplUsoby zobecnén a
modifikovan. Snad nejdualezitéjsi zobecnéni vybudoval v r. 1902 H. LEBESGUE.
Lebesgueliv integral a Lebesgueova mira, kterou definoval v r. 1904, ucinily
piesahuje ramec tohoto textu. Uvedme proto pouze v zavéru, jak lze pomoci
Lebesgueovy miry elegantné popsat Riemannovu podminku toho, aby funkce byla
integrace schopna.



Bézné¢ uvaddéna nutnd a dostatetna podminka, ze f je na <a,b>
integrovatelnd (riemannovsky) prave tehdy, kdyz se horni a dolni integral vzajemné
rovnaji, totiz viceméné zastira podstatu véci: aby byla funkce integrace schopna,
nesmi byt ,,pfiliS nespojita®. Tuto vagni formulaci 1ze zptesnit nasledovné:

Omezena funkce na intervalu <a, b> je na tomto intervalu riemannovsky
integrace schopna prave tehdy, kdyz mnoZina bodii nespojitosti funkce f na <a, b>
ma Lebesgueovu miru 0.

Mnozina 4 OR ma pfitom Lebesgueovu miru 0, kdyz ke kazdému ¢ > 0

existuje nejvySe spocetny systém intervalt /; tak, ze 4 0| J7, a soucet délek vSech
intervall /; je menSinez €.



