LATINSKE CTVERCE

17.10. 1776 predlozil LEONHARD EULER|(1707 -
1783) petrohradské akademii proslulou u/ohu o 36 diistoj-
nicich:

Sestavte 36 dustojnika 6 riznych hodnosti ze 6 ruz-
nych pluku do ¢tverce tak, aby v kazdé radé a v kazdém
zastupu byli distojnici vSech hodnosti a vSech plukii!

Jak [Euler|na tuto ulohu priSel a pro¢ ji zformuloval
pravé pro 36 distojnikii?

Definice latinského ¢tverce.

Véta: Pro kazdé prirozené n existuje latinsky ctverec rd-
du n.

Priklad:

a) 1 2 3..... n
2 3 4. n 1
3 4 4. 1 2
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b) Latinskym ¢tvercem je napriklad kazda tabulka na-
sobeni libovolné konecné grupy.

DEFINICE: Latinské ctverce (a;), (b;) se nazyvaji orto-
gondlni, jestlize se v matici (a;, by) vyskytuje kaZdy prvek pri-
slusneho kartézského soucinu pravé jednou.

Priklad:

1 2 3 2 3 1 12 23 31
2 31 1 2 3 21 32 13
3 1 2 3 1 2 33 11 22

Eulerovu ulohu 1ze tedy preformulovat nasledovné:
Najdéte ortogonalni latinské Ctverce 6. radu!
PROBLEM: Existuji ortogonalni latinské étverce pro
kazdé n>1?
Priklad: Pro n = 2 neexistuji.
1 2 2 1 12 21

2 1 1 2 21 12

Euler|pravdépodobné znal ulohu na ortogonalni latin-
ské Ctverce 4. radu, kterou uverejnil Jacques OZANAM
(1640 - 1717) r. 1694 v dvoudilné knize Recréations mathé-

matiques.
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Euler|odvodil, Ze existuji ortogonalni latinské ¢tverce
pro kazdé liché n. JiZ [Ozanam pritom ukazal, Ze existuji
také ortogonalni ¢tverce 4. radu.

EULEROVA HYPOTEZA: Ortogonalni ¢tverce nee-
xistuji pro zadné n=4k+2,k=0,1,2,3,.. (tj. n=2,6,
10, 14, ...).

Vr. 1900 dokazal francouzsky celni inspektor Gaston
TARRY]| (1843 - 1913), Ze opravdu neexistuji ortogonalni
Ctverce 6. Fadu. Provedl to porovnanim vSech moZnosti.

PROBLEM:

Dolni odhad tohoto Cisla prekvapivé udava teorie bipar-
titnich grafii.

Bipartitni graf, uplny bipartitni graf, parovani
v bipartitnim grafu (z kazdého uzlu vychazi nejvySe jedna
hrana), uplné parovani (z kazdého uzlu vychazi pravé jed-
na hrana).

Typicka tloha na parovani v bipartitnich grafech: Hallova vé-
ta o svatbach -|Ph. Hall{(1904 - 1982) v r. 1935.

Barveni hran v grafu, hranové chromatické ¢islo.
Je zifejmé, Ze hranové chromatické Cislo uplného bi-
partitniho grafu K, , jen.
Je-li dan takovy graf s mnozinou uzli {u;,u,, ... ,u,,
V1,V2, «ees Vo @ mnozinou hran A, zvolme obarveni hran
f: H {1,2, ..., n}.
Definujeme-li nyni matici (a;;) typu n/n vztahem
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a,; = f(w;, v;)
je tato matice evidentné latinskym c¢tvercem.

Priklad:

Obarveni hran v K,,;, n barvami vSak urfuje n ruz-
nych aplnych parovani (barva = parovani). Pocet téchto
uplnych parovani v K, ,, vSak lze urcit algebraicky; udava
ho permanent matice sousednosti.

Odtud celkem plyne

VETA: Latinskych ¢tvercii iadu n je minimdlné

n!.(n-1)!. (n-2)! .. 1!

Pro n =6 je tedy latinskych ¢tvercii nejméné

6!5!4!3!2!1!=24883 200

E. T. PARKER, Proc. AMS 10 (1959), 946 -949
Konstrukce ortogonalnich latinskych ¢tvercu radu 22.

Definitivni odpovéd’ v r. 1960:



R. C. BOSE - S. S. SHRIKHANDE, Trans. AMS 95
(1960), 191 - 209

Ortogonalni latinské Ctverce existuji pro kazdé priro-
zené n>2 kromén=6.

Pritom je evidentni, Ze kazda mnoZina po dvou ortogo-
nalnich latinskych ¢tverci radu n ma nejvyse n-1 prvkii.

Priklad - ortogonalni ¢tverce radu 10

00 49 17 96 28 83 75 61 52 34
76 11 59 27 90 38 84 02 63 45
85 70 22 69 37 91 48 13 04 56
58 86 71 33 09 47 92 24 15 60
93 68 80 72 44 19 57 35 26 01
67 94 08 81 73 55 29 46 30 12
39 07 95 18 82 74 66 50 41 23
21 32 43 54 65 06 10 77 88 99
42 53 64 05 16 20 31 89 97 78
14 25 36 40 51 62 03 98 79 87

Jacob STEINER | (1796 - 1863) zformuloval v r. 1853
problém trojic:

Pro ktera prirozena n lze z danych objekti vytvorit
trojice tak, aby se kazdé dva prvky vyskytly spole¢né pra-
vé v jedné trojici?

V r. 1859 dokazal M. RIESS, Ze vcelku evidentni nutna
podminka je i dostateCna:
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dy prvek se vyskytuje v (n-1)/2 trojicich.

6

Véta: Na n-prvkové mnoziné existuje systém Steinero-
vych trojic pravé tehdy, kdyZ n =6k + 1 nebo n =6k + 3,
n = 3, k celé. V tom pripadé je téchto trojic n(n-1)/6 a kaz-

Priklad:
n=3 : 123
n="7 : 123
145
n=9 : 123
145
168
XXX
X X | X
X X | X
X X X
X X X
X | X X
X X | X
id

167
246

179
249
256

257
347

278
348
357

356

369
467
589

Nejjednodussi matro-

Gino FANO|(1871-1952)
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Prvni ulohu vedouci na Steinerovy trojice vSak uverej-
nil anglicky knéz a amatérsky matematik Thomas Penyngt
ton KIRKMAN]| (1806 - 1895) v Lady’s and Gentleman’ Dia-
ryr. 1844:

Patnact Skolacek chodi denné na prochazku serazeno
do péti trojic. Lze je radit do trojic tak, aby kazda
s kaZzdou Sla béhem sedmi po sobé jdoucich dnu ve trojici
pravé jednou?

Jde evidentné o systém Steinerovych trojic s dodatec-
nou podminkou: trojice rozdélit na 7 tfid po péti tak, aby
kazdy prvek byl v kazdé tridé pravé jednou.

ReSeni:

1 2 3 1 4 7 15 13 1 6 8
4 5 6 2 5 10 2 4 12 2 11 13
7 8 9 6 14 6 7 15 4 10 15
10 11 12 9 15 8 10 14 5 14
13 14 15 3 13 39 11 307 12
19 10 111 15 1 12 14

2 7 14 2 9 2 8 15

35 15 3 4 14 36 10

4 8 11 5 12 4 9 13

6 12 13 7 10 13 5 7 11

V r. 1850 zobecnil tento problém Arthur CAYLEY
(1821 - 1895) na lib. prirozené n (v prislusném preformu-
lovani). Dodnes to ziistalo nevyreSeno, ackoliv na problé-

mu intenzivné pracoval napriklad |James Joseph SYL
VESTERI| (1814 - 1897).



http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Kirkman.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Kirkman.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Cayley.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Sylvester.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Sylvester.html

Definice: Bud’te v,b,k,r,A prirozena ¢isla, A bud’ ko-
netna mnozina s v prvky. Systém podmnoZin

Xla X29 see 9 Xb

se nazyva blokové schéma typu (v,b,k,r,A) na mnoziné A ,
jestlize vSechny mnoziny X; nazyvané bloky , maji

k prvki, kazdy prvek alJA je prvkem pravé r bloku a
kazdé dva prvky lezi soucasné v pravé A blocich.

Steinerovy trojice jsou tedy blokova schémata typu
(n9b339r91) °

Definice: Bud’ A konecna neprazdna mnoZina, [1 néjaky
systém jejich neprazdnych podmnozin. Prvky mnoziny A
v dalSim nazyvame body, prvky mnoziny U primky. Dvojici
(A, O ) nazveme konecnou afinni rovinou, jestlize plati:

I. Kazdé dva ruzné body lezi na pravé jedné primce.

II. Ke kazdému bodu x[JA a kazdé primce p, xLlp exis-
tuje pravé jedna primka q takova, ze xllq, pnq=0.

I11. Existuji tfi navzajem riuzné body, které nelezi na jedné
primce.

Priklad konecné roviny.



9
Rad kone¢né roviny, rovnobézky, smér.

Véta: Kone¢na afinni rovina ¥4du n ma n’ bodi a n’+n
primek. Na kazdé primce lezi n bodi a kazdym bodem
prochazi n + 1 primek. VSechny primky lze rozdélit do
n+1 sméru a kazdy smér obsahuje n rovnobézek.

I | 2 3 4

Prvni II 5 7 6 8
smer I11 10 11 9 12
vV 15 14 16 13

\Y 13 5 9

Druhy VI 14 10 2 6
smer VII 11 15 7 3
VIII 4 8 12 16

IX 6 16 1 11

Tteti X 12 5 15 2
smer XI 8 9 3 14
X1I 13 4 10 7

X111 7 12 14 1

Ctvrty XIV 2 13 8 11
smer XV 16 3 10 5
XVI 9 6 4 15

XVII 1 8 15 10

Paty XVIII 9 2 7 16
smer XIX 3 12 13 6
XX 5 14 11 4
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Véta: Konecna afinni rovina radu n 3 existuje pravé
tehdy, kdyz existuje n-1 latinskych ¢tverci n-tého radu,
z nichz kazdé dva jsou navzajem ortogonalni.

Diisledek: Neexistuje kone¢na rovina 6. radu.

Idea diikazu véty: Serad’me 16 bodii kone¢né roviny 4. ra-
du do tabulky

RadKy a sloupce jsou zi‘ejmé piimky 1. a 2. sméru. Nyni
vezméme piimky 3. sméru a ve vySe uvedené tabulce na-
hrad’me ¢islem 1 body primky IX, tj. body 1, 6, 11 a 16,
Cislem 2 body primky X atd. Dostaneme tak matici

1 2 3 4
2143
341 2
4 3 2 1

Zakonité jsme pritom obdrzeli latinsky ¢tverec.
Nyni sestrojime analogicky latinské ¢tverce pomoci 4. a 5.
sméru. Dostaneme

N AW =
e R N )
Ao == W
W — N K
(ST NG N N
B~ o= W N
—_— N W
DO W — A
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Takto sestrojené ctverce jsou zakonité ortogonalni. Kon-
strukci Ize pritom obratit.

Konec¢nych afinnich rovin existuje nekone¢né mnoho,

Véta: Je-li prirozené ¢islo n mocninou néjakého prvocis-
la, existuje konecna rovina n-tého radu.

Véta: (P. H. Bruck - H. J. Ryser 1949) Necht’ prirozené
Cislo n neni souctem ¢tvercii dvou prirozenych Cisel a
necht’ n=1 (mod 4) nebo n=2 (mod 4). Pak neexistuje ko-
necna rovina radu n.

10! 9! 8! 7! 6! 5! 4! 3! 2! 1! = 6,658 606 583 . 10’ .

MAGICKE CTVERCE

Je-li utvoren z &isel 1,2, ..., n%, je soucet v kazdém
iadku a sloupci roven ¢islu n(n®+ 1)/2 .

JANG HUI| (13. stol.) - konstrukce magickych ¢tverci
3. - 10. radu. Napriklad tzv. Veliky Lo-su.:

magicky Ctverec Lo-5u, zvany téZ Saturn, je nasledujici
Ctverec, znamy jiZ ve starovéku

o W A
- \O
A AN
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Ocislujeme-li Fadky i sloupce Cisly 0, 1 a 2 a oznacime-li
L(i,j) Cislo v i-tém radku a j-tém sloupci, takzZe napriklad
L(1,2) =7, jsou pri analogickém ocislovani nasledujiciho
Velkého Lo-Su prvky G(i,j) vytvoreny podle pravidla:

G@B3a+b,3c+d)=L(a,c) +9.[L(b,d) -1],

a,b,c,d=0,1,2.

31 76 13 36 81 18 29 74 11
22 40 58 27 45 63 20 38 56
67 4 49 72 9 54 65 2 47
30 75 12 32 77 14 34 79 16
21 39 57 23 41 59 25 43 6l
66 3 48 68 5 50 70 7 52
35 80 17 28 73 10 33 78 15
26 44 62 19 37 55 24 42 60
71 8 53 64 1 46 69 6 51

Napr.
G(7,2) = L(2,0) +9[L(1,2)-1] =8+ 9.(7-1) = 62



