Kapitola 4

Historicky vyvoj teorie mnozin

1 Vyvoj pojmu nekonecno.

Dilo B. Bolzana

Co dobr'e zatina — Spatné skonci.
Co ¥patné zatina — skondi jesté hiir.
PUDDERUV ZAKON

Teorie mnoZin je dnes zakladem, naném? je vystavena prevazna cast soucasné matematiky.
Pfes narocnost a vysokou abstraktnost této teorie jsou jeji zakladni pojmy natolik vérnym
odrazemreality, zejsoujiz zahrnuty i do uCivazakladni Skoly. Je proto dojisté miry prekvapujici,
Ze seteorie mnozin jakozto samostatna matematicka disciplina zatala formovat az v 70. letech
minulého stoleti v dile vynikajiciho némeckého matematika Georga Cantora. V této kapitole
se budeme zabyvat historii teorie mnozin a diisledky této teorie pro vyvoj matematiky ve
20. stoleti.

Vzhledem k tomu, Ze teorie mnozin vznikla pfedevdim z potfeby vyrovnat se s proble-
matikou nekonetna, pfipomeneme nejprve, jak se vyvijely predstavy matematikll a filozof(i
v tomto sméru.

Aktualni a potencialni nekonetno

Casto podl éhame klamnému dojmu, Zelidske poznatky serozvijeji , pfimotare*: pridavame
pouze nové anové poznatky k tém drivgiSim, vimetoho stale , vice avice". Své predstavy pod-
souvame nasim predktim amnohdy si viibec neuvédomujeme, Zeleckteré nase,, samozi'ejmosti*

ani zdaleka nemusely byt ,, samozigimé"* v minulosti.
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1. V§voj pojmu nekonetno. 109

Na z&kladni Skole détem fikame, Ze mnoZina N vSech pfirozenych Cisel je nekonecna (a
nikdo se nad tim nepozastavi), vdichni samozieimé vime, Ze bodll na UseCce je nekonetné
mnoho (anavic jsme zjitili, Ze jejich ,vice" nez prirozenych Cisel, protoZe je jich nespocetné
mnoho, zatim co N je pouze spocetna). | malé déti chapou, Ze pfimka nema zadny konec a pfi
pohledu na vecerni oblohu pfimo ,, citime"* nekonetno vesmiru, ktery nas obklopuje. Malokdo
si pfitom uvédomuje, Ze po dliouha staleti, dokonce jesté v minulém stoleti, bylo vSechno jinak.

Vratme se v nadich (vahach do starého Recka, kde se formovaly zaklady moderni védy
vCetné matematiky. S pojmem ,, nekonecno” samoziejmeé staroretti filosof ové bézné pracovali.
Byli si v&ak dobre védomi problémd, kteréjsou stimto pojmem spojeny.* Postupné vykrystali-
zoval dvoji pristup k nekonecnu. Misto dlouhého teoretického popisu tyto pFistupy ilustrujme
na jednoduchém prikladu.

Samozigimé, e iz stafi Rekové dobre védali, Ze prirozenych &isel

1,2,3...,n,...

je nekonetné mnoho. Tuto skutecnost vsak miizeme popsat a chapat dvéma zplisoby.

Budeme-li postupné psét pfirozenacisla, nikdy je nevypiSeme vdechna. Za kazdym €islem
nasleduje dalsi, jakoukoliv pfedem stanovenou mez dfive nebo pozdgi prekroCime. Takto
chapané nekonetno popisujici proces, ktery nikdy neskonci, mez, které nikdy nedosahneme,
to je tzv. potencialni nekonecno.

My dnes v&ak, pod vlivem vyvoje, ktery trvajiz nékolik desetileti, chgpeme nekonecnost
systému prirozenych Cisel jinak: divame se namnoZinu N jako kdybychom ji , vidéli“ hotovou,
stavime se do pozice, kterou Rekové prenechali bohfim a ktera nebyla uréena lidskému zkou-
mani. Nekonetné mnoziny si pfedstavujeme jako zavrsené a zkoumame bez obav vlastnosti
téchto systémtl. Tomuto nekonetnu, chapanému v zavrseng, definitivni formé, se fika aktualni
nekonecno.

Z Yady diivod@i vécnych i filozofickych dospéli Rekove — jak jsmejiz naznatili — k tomu,
Ze lidskému zkoumani je pristupné pouze nekonetno potencialni. Proto kdyz Eukleidés ve 3.
stoleti pr. Kr. hovori o pfimce, ma na mysli Usetku, kterou miize ,neomezen&* prodiuzovat,
nikdy ji viak nemtize prodlouZit ,, do nekonetna“, jak si to dnes predstavujeme my. Z téhoz
dbivodu formuluje Eukleidés tvrzeni o poctu prvoCisel tak, Zejich je vice nez jakékoliv predem
dané mnozstvi, nebot védél aumé dokazat, Ze jich neni jen konetné mnoho. Nemohl vSak Fici,
Zejich je ,nekonetné mnoho", protoZe to by musel pfipustit aktuélni nekonecno, tvérit se, Ze
vidi mnozinu vsech prvotisel hotovou, dokoncenou.

A proto také, abychom nezlistai jen u prikladl z matematiky, byl vesmir v antickém
Recku konegny. Zanejvzdalengj&i sférou stalic nebylo nic anikoho nenapadalo klast si otazku,

17a mnohé uvedme Zénona z Eleje, ktery proslulymi aporiemi, z nichz nejznam&i je Achilleus a Zelva,
dokazoval nemoznost pohybu. V&echny aporie vyuZivaly predstavy nekonetné délitelnosti prostoru, respektive

casu.
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kterou s my, navykli jiz nekoneCnu aktua nimu, snad ani nedovedeme nepol oZit: co je za onou
posledni sférou? Krasa jejich vesmiru spoCivala v jeho konetnosti, v fadu, ktery odpovidal
jgjich prfedstavam o harmonii svéta.

Vyvoj pojmu nekonetno

Chapani nekonetna, které se vyvinulo v antice, se udrzelo dlouha staleti. Lidskému poznavani
bylo dano nekonetno potencialni a my3enka na aktuélni nekonecno se jevila jako nepatficna
a Clovéku nepridusgjici. Az velky rané renesancni myslitel Mikulas Kusansky si jako jeden
z prvnich troufa rozvijet mySenku, co by to znamenalo, kdyby byl vesmir nekonetny. Jeho
mySlenky v&ak byly pfilis odvazné a ojedinélé.

Jen nesméle se v my8enkach védcll rodily otazky, které nam dnes pripadaji samoziejme,
predevdim pak ta, ktera v 70. letech 19. stoleti koneckoncll stdla u zrodu teorie mnozin: ma
viibec smysl porovnavat nekonecné systémy podle velikosti? Tuto otazku si napriklad v roce
1638 poloZil jeden z géniti oné doby, Galileo Galilei. Ten si vypsal dvé fady Cisel:
prirozenacida

1,23,4,5,...

ajgjich druhé mocniny
1,4,6,16,25,...

auvedomil si, dnesni terminologii FeCeno, Ze mezi témito mnozinami existuje bijekce! To by
v&ak méo znamenat, Ze uvedené systémy Cisel jsou stejnévelké! A to se, veelku zakonite, Ga-
lileimu jevilo jako naprosty nesmysl. V zdyt prece jeden ze zakladnich Eukleidovych logickych
axiom, které byly nezpochybnitelnym pilifem tehdejsi matematiky, Fika, Ze celek je VEtSi nez
Cast. A tady se zdg, Ze by druhy systém, ktery je evidentni ¢asti prvniho, mél byt stejné velky.

Jaky zaveér z této ,, absurdni* situace Galilel vyvodil ? Pro nekonetné systémy neméaotazka
ojeich velikosti naprosto zadny smysl!

Takovy tedy byl stav ivah o nekonetnu zhruba v poloving 17. stoleti. A zahy se mélacela
Situace jesté vice zkomplikovat. Uvazovalo-li se zatim o (potencidlné) nekonetné velkych
veliCinach, ve druhé polovingé 17. stoleti se situace je&té vice zdramatizovala.

Jak je vieobecné znamo, vznikav této dobé diferencialni a integralni pocet. Pfestoze jeho
tvlirci Gottfried Wilhelm Leibniz alsaac Newton pristoupili k jeho vystavbé z odlisnych pozic,
byl infinitesimalni poCet u obou zaloZzen na pojmu nekonetné malé veliciny. Jakkoliv tento
pojem nebyl Ffadné definovan a pravidla pro pocitani s nekonetné malymi veliGinami byla
dana jen velmi vagné, ukazalo se zahy, ze diferenciélni a integralni pocet je vskutku mocnym
nastrojem nejen v matematice, alei v fadé aplikaci, pfedevsim pak ve fyzice. Nejasnosti v jeho
zé&kladech se vSak postupné vyhrocovaly a posliéze v 18. stoleti vyGstily ve stav, ktery dnes
nazyvame druhou kriZi matematiky.
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Problémy matematickée analyzy se postupné odstranovaly aZ od pocatku 19. stoleti. Zasadni
roli zde sehral Augustin Louis Cauchy zavedenim limity na po€atku dvacatych let, vyznamné
v&ak do této problematiky zasahl svymi pracemi z matematické analyzy i Bolzano.?

Dospéli jsme tak v tomto stru¢ném pfehledu do obdobi, v némz Bolzano piSe své dilo
Paradoxy nekonecna, které nas v souvidosti s teorii mnozin mimoradné zajiméa.

Zrekapitulujeme-li tedy stav v poloving 19. stoleti, Ize fici nasledujici: védecka komunita
pracuje s potencié nim nekoneCnem a odmita nekonetno aktuéni jako néco, co neni pristupno
lidskemu zkoumani. V matematické analyze jiz sice existuji nastroje k odstranéni problemd
S,,nekoneCné malymi* veliCinami, presto vSak v matematické, fyzikalni adalsi literature pretr-
vavaji nespravné a nel ogické postupy, které clovéka s tak kritickym a analytickym my3enim,
jaké mé& Bolzano, musely zakonité vyprovokovat k formulaci svého nahledu na problematiku
nekonetna.

B. Bolzano a ,, Par adoxy nekonetna*

Paradoxy nekonecna, nejznamési Bolzanova kniha, vy3ly v roce 1851, tfi roky po jeho smrti.
Bolzanoji psal posledni dvaroky pred smrti, v letech 1847 — 1848, atak ji |ze v mnohaohledech
povazovat za vyvrcholeni a uzavieni jeho dila.

Jakkoliv s Bolzano sam ze svych knih negjvice cenil monumentalni Ctyfdilné ucebnice
logiky a metodologie vedy Wissenschaftlehre (v Ceském prekladu Vedoslovi), ovlivnily pravé
Paradoxy nekonetna dal&i vyvoj matematiky ze v&ech jeho dél nejvyrazngji. Podstatnou mérou
k tomu samozi'ejmé pirispélai taskuteCnost, ze rukopisnestihl osud mnohajeho dalSich dél, ktera
zlistalalezet v nezpracované pozlstalosti dlouha desetileti. Bolzanliv 28k, FrantiSek Prihonsky,
jenz po Bolzanové smrti rukopis obdrzel se zadosti o pfipravu do tisku, setohaoto Ukolu vskutku
obg&tavé a zodpovédng ujal atak v roce 1851 mohly Paradoxy v Lipsku opravdu vyjit.

Paradoxy nekonetna pfitom nejsou ryze matemati ckou knihou. Jde spise o dilo matematicko-
filozofické, v némz je znatna pozornost vénovanai fyzice, |épe feCeno fyzikalnimu nazirani na
Svét, teologii apod. Bezesporu vSak je skutetnosti, jak v dalSim ukazeme, Ze pravé ,, matema-
tické" paséze knihy patfi k tém pozoruhodn&Sim.

Sledujeme-li vyvoj hodnoceni Bolzanova prinosu ke svétové matematice, vypozorujeme
zahy dvaobvyklé extrémy: od prehlizeni k nekritickému nadsazovani ak podsouvani my3lenek
a Umysl{, které Bolzano prokazatelné nemél. Jak v dalSim uvedeme, hlavni Bolzanlliv prinos

2Poznamenej me, Ze tento proces zpresiovani matematické analyzy dovrsil ve 2. poloving 19. stoleti Karl
Weierstrass zavedenim tzv. ¢ — § jazyka“. V ramci téchto snah byla v 70. letech minulého stoleti fadné zavedena
realna Cisla G. Cantorem a Richardem Dedekindem. V systému reé@lnych Cisel jiz samoziejmé nemohou existovat
zadné , nekonetné malé" veliciny.

3Jak znamo, Bolzano psal své prace némecky nebo latinsky. Originalni nazev némecky psanych Paradox je
Paradoxien des Unendlichen. Cesky vy&ly Paradoxy nekonetna a v roce 1963 (1) v zasvéceném prekladu Otakara
Zicha, ktery knihu doprovodil podrobnymi poznamkami a komentafem. Z tohoto prekladu také v dalSim textu
citujeme.



112 I\V. HISTORICKY VYVOJ TEORIE MNOZIN

Ize spatfovat v téch my3enkovych proudech, které za zhruba Ctvrt stoleti vyvrcholily vznikem
teoriemnozin. Zakladatel této teorie, Georg Cantor, Paradoxy dobfe znal avysocejehodnotil .4
V této souvidlosti se Casto piSe 0 Bolzanovi jako o spoluzakladateli teorie mnoZin, coz je
ponékud nadsazené a nékdy se dokonce objevuji evidentni nespravnosti. Tak napriklad jeden
z ngjznamgjSich historikll matematiky, Dirk Struik, piSe, Ze Bolzano dospél k pojmu spocetné
a nespocetné mnoziny, coz je naprosta nepravda.

Pokusme setedy objektivné zhodnotit fakticky pfinos Paradox{ nekonecna. Ty jsou ostatné
natolik vyznamné a v mnoha ohledech dodnes inspirativni, Ze ani v hegimensim nepotfebuji
nekritické a pfehnané hodnoceni k tomu, aby byly popravu povazovany zajedno z nejvyznam-
ngjSich d&l matematickeé literatury minulého stoleti.

Obsah Paradoxll nekonetna

Jak jsme jiz uvedli, negjsou Paradoxy ryze matematickou knihou, ale dilem, v némz se
prolingji pasaze matematické, fyzikalni, filozofické ateol ogické. Kdybychom se strucné snazili
vystihnout zakladni my3enky celého dila, byly by to asi dvé nadedujici:

1. zdlvodnéni, pro€ je v matematice nutno pracovat i s aktualnim nekonecnem;
2. analyzachyb, jichZ se védci dopoustgi pfi Gvahach o nekonecnu.

Prvni z uvedenych my3enek Bolzano zdlraznil jiz mottem celé knihy, za néz si zvolil
nasledujici Leibnizlv citat: Jsem natolik pro aktualni nekonetno, Ze namisto abych pripustil,
Ze se ho pfiroda dési, jak se b&né Fika, jsem pfesvédCen, ze je ma v oblibé viude, aby |épe
zdlraznila dokonalosti svého Tviirce.® Cela prace® je rozdélena do 70 paragrafll. | preteni
obsahu, v némz jsou jednotlivé paragrafy strucné charakterizovany, da ctenéfi alespon hrubou
orientaci 0 obsahu prace. Soutasné se vsak mlize stat zdrojem omyl{l a dezinterpretaci podob-
nych Struikovu omylu, 0 némz jsme se zminili pred chvili. Napfiklad 819 méa, nazev* Existuji
nekonecné mnozny, které jsou vétsSi nebo mensi nez jiné nekonetné mnoziny. To by mohlo
vskutku evokovat dojem, Ze Bolzano dospél k néCemu, co pfipomina pojem kardinalni €islo a
odtud je pak jen krliéek k tomu podsouvat mu ,,objeveni“ spocetnych a nespotetnych mnozin.
Jak v dal8im uvedeme, je podstata Uplné jing; Bolzano pouze v této paséZzi dokumentuje, Ze
napriklad jedna Usecka (obsahujici nekonecné mnoho bodtl) mlize byt ¢asti jing, vétsi Usecky
apod. K pojmu , kardin@lni €islo", jak rovnéz uvidime, Bolzano ani v haznaku nedospél .

4V praci Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten, Math. Ann. 21(1883) o nich pigejako 0, skvélém a
obsazném dile".

57 terminologického hlediska je pfitom zajimave, ze Bolzano v celé knize sam ani jednou neuzije pojmu
Laktuani®, resp. , potencialni“ nekonetno. Z celého jeho textu je evidentni, ze aktualni nekonetno povazova za
tak samozigimé, Ze nepotfebovalo Zzadny privliastek. Naopak, potencialni nekonecno dle ného Zadnym faktickym
nekonetnem neni, coz v riiznych obménach mnohokréat opisuje.

6Bolzantiv text, bez poznamkového aparatu piekladatele, ma v geskem prekladu 100 stran.
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V&mnéme si nyni konetné obsahu Paradox{l systematicky a podrobngji.

Prvnich deset paragrafli tvori struény Bolzanliv vyklad toho, jak je nutno chapat pojem
»hekoneCny souhrn®; v nasi dnedni terminologii je to nekonetna mnozina. Tato Cast dnes-
nimu &tendfi pripadne zcela samozigima a argumentaci jisté prijme bez problémtl, nebot je
s aktualnim nekonetnem zvykly zcela bézné pracovat. Nasledujici pasaze knihy jsou polemi-
kou a kritikou nazorli nékterych filozofli a matematikll. Ocitujme nékteré pasaze z 11. a 12.
paragrafu; v nich |ze snadno vystopovat Bolzanllv vztah k potencia nimu nekonetnu. (Pozna-
mengjme Vv této souvislosti, ze napfiklad Cauchyho zminuje Bolzano ve své praci nékolikrét,
vzdy vSak v souvislostech ponékud nelichotivych. V pozdésich Gvahach o matematické ana-
lyze, kde by odvolani se na Cauchyho bylo zcela na misté, se o ném zato nezmifiuje viibec.
Analogicky 1ze vystopovat i jeho ,, naklonnost“ k nékterym filosoftim, napriklad k Hegelovi.)

811

Timto nekonetnem, tak dobfe znamym matematikiim, nelze vsak jesté uspokojit
nékteré filosofy, zvlasté novéisi doby, jako Hegela ajeho pfivrzence, ktefi je po-
hrdavé nazyvaji Spatnym nekoneCnem atvrdi, Ze zngji jeSté mnohem vysSi, prave,
kvalitativni nekonetno, které nachazeji zejménav bohu aviibec jen v absolutnu.
Jestlize si mysdli, jako Hegel, Erdmann ajini, matematické nekonetno pouze jako
veliGinu, ktera je proménna a jgiz rlist nema zadnou hranici (coZz ovsem mnozi
matematikové, jak brzo uvidime, stanovili jako vymér svého pojmu), pak s nimi
souhlasim, kdyz kritizuji tento pojem jako velicinu do nekonetna pouze r ostouci,
nikdy vsak nekonetna nedosahujici. . . .

8§12

Nevidim v&ak také jinou moznost, nez zamitnout jako nespravné i jiné vymeéry
nekoneCna, jeZ byly podany samotnymi matematiky v domnéni, Ze pfedstavuiji
jenom soucasti tohoto jednoho atéhoz pojmu.

1. Vskutku byli néktefi matematikové presvédCeni, jak jsem prave vyse po-
znamenal, mezi nimi sam Cauchy (ve svém Cours d’Analyse a mnoha jinych
spisech), autor ¢lanku , Nekonetno" v Klugelové dovniku, ze definuji neko-
necno, jestlize je popisi jako proménnou velicinu, jejiz hodnota neomezené roste
a podle toho mlize byt v&tsi nez jakakoli sebe vétsi dana velitina. Mezi tohoto
neomezeného rlistu je nekonecné velka velicina. Tak je tangenta pravého Ghlu,
my3lenajako spojita veli€ina, neomezena, bez konce, ve vlastnim slova smyslu
nekonecna. Chybnost tohoto vymeéru vysvitajiz z toho, Ze co nazyvaji matema-
tikové promeénnou velicinou, neni vlastné velicina, nybrz pouhy pojem, pouha
predstava veiciny, a to takova pfedstava, ktera v sobé pojima nejen jednu je-
dinou vedicinu, nybrz dokonce nekonetné mnoho velicin, které se navzgem lisi



114 I\V. HISTORICKY VYVOJ TEORIE MNOZIN

ve své hodnotg, tj. ve své velikosti. To, co hazyvame nekoneCnym, nejsou ony
rltizné hodnoty, které tu predstavuje vyraz tangens ¢, zvoleny jako priklad, pro
rtizné hodnoty ¢, nybrz pouze onajedina hodnota, o niz si predstavuji (at v tomto
pfipadé nepravem), ze ji onen vyraz nabyva pfi hodnoté ¢ = =t/2. Je v tom jisté
takeé protimluv, mluvi-li se 0 mezi neomezeného rlistu a praveé tak, mluvi-li se pfi
vymeéru nekonecné malého o mezi neomezeného ubyvani. A prohlési-li se ona
prvni mez za nekonecnou velicinu: pak by se méla podle analogie tato druha, tj.
pouh&nula (nic) prohlasit za nekonetné malé: coz jejisté nespravnéaani Cauchy
ani Grunert si to nedovoluyji fici.

2. Byl-li pravé uvedeny vymér priliS Siroky, je naproti tomu prilis Gzky onen
vymér, ktery prijima Spinoza a mnoho jinych, jak filozofl, tak matematiki, a to
Ze nekonetné je pouze to, co neni schopno zadného zvétSeni, nebo k Cemu
jiz nelze nic pripgjit (pricist). Matematik si dovoluje pfipojit ke kazdé velicing, i
k nekonecné velkg, jiné veliCiny, a to ngen konetné, nybrz i jiné veliCiny, které
jsou samy nekonetné, ba dokonce znasobuje nekonetnou veli¢inu nekonetné-
krét atd. A vedou-li jeSté néktefi spory o tom, zda je takovy postup pripustny:
ktery matematik, jen kdyz nezavrhne jakékoli nekonetno, nebude musit uznat,
Ze délka primky, omezené jen v jednom sméru a prostirgjici se v druném sméru
do nekonetna, je nekonetné velka a ze mlize byt nicméné v onom prvnim sméru
prodlouzena?. ...

V daldm s Bolzano v&ima problematiky existence aktualné nekonetnych souhrntl, tj.
nekonetnych mnozin a vyvraci nékteré nejobvykleisi namitky proti jejich existenci. Otazky
existence nekonetnych mnozin setykacely 813. ProtoZejeargumentacev této Casti pro Bolzana
v mnoha ohledech typicka, ocitujeme jgj cely.

Z obsahlého 8§14 ocitujeme jen Gvodni €ast, v niz Bol zano vyvraci nékteré namitky odplrcl
aktualniho nekonecna. Pfesné tytéz namitky se ovsem opakovaly o nékolik desetileti pozd§i,
kdy byly vznéSeny proti Cantorove teorii.

8§13

Jestlize jsme sejiz shodli v tom, ktery pojem budeme vazat se slovem nekonetno,
ajestlize jsme s také jiz jasné uvédomili Casti, z nichz tento pojem skladame:
pak je ngblizSi otazka, méli téz predmétnost, tj. zda jsou také veci, na néz se
da aplikovat, zda existuji mnoziny, které smime nazyvat nekonenymi ve vylo-
Zzeném vyznamu toho slova. A na toto si troufam rozhodné odpovédét kladné.
Nepochybné existuji mnoziny, které jsou nekonecné, jiz v oblasti téch véci, které
si ne€ini narok na skutecnost, ba ani na moznost. M nozina vét a pravd o sobé
je nekonetng, jak se da velice snadno nahlédnout; nebot vezmeme-li jakoukoli
pravdu, napriklad vétu, Ze viibec existuji pravdy, nebo ostatné jakoukoli jinou
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VEtu, kterou oznaCime A; pak shledame, Ze véta, kterou vyjadfujeme slovy , A je
pravdivé" jeodliSnaod A sama; nebot tato vétama zieimeé zcelajiny subjekt nez
ona prvni. Jgim subjektem je totiz cela véta A sama. Avsak podle téhoz zakona,
podle néhoz z véty A vyvozujeme vétu od ni odliSnou, kterou nazvu B, da se
opét z B vyvodit tfeti véta C, atak stéle bez konce. Souhrn vsech téchto vét, kde
kazda nadedujici je k nejblize predchazejici ve vztahu pravé uvedeném, vezme
totiz predchazejici vétu za svljj subjekt a vyslovi o ném, Ze je pravdivou vétou,
tento souhrn — fikam — zahrnuje mnozinu asti (vét), kteraje vetsi, nez jakakoli
konetna mnozina. Nebot' i bez mého upozornéni si vSimne &tenaf podobnosti,
kterou ma fada téchto vé&t, sestrojena podle pravé uvedeného vytvorujiciho za
kona, sFadou ¢iselnou, o niz se uvazovalo v 88; podobnost spocivav tom, ze ke
kazdemu Clenu této druhé Fady existuje odpovidgjici ¢len pfedchozi fady tak, Ze
k jakémukoli sebe v&tsimu jejich pottu existuje stejné velky pocet rtiznych vét, a
Ze nad to miizeme jesté vzdy tvorit nove véty, nebo, |1&pe feceno, Za takove véty
samy o sobgé existuji, at’ jiz je tvofime nebo ne. Z toho pak plyne, Ze souhrnu
vZech téchto vét pridusi mnozstvi, které prevy3uje libovolné €ido, tj. nekonetné
MNOZstvi.

8§14

Jakkoli jednoduchy ajasny je pravé podany dilkaz: preceje znatny pocet uenycha
velmi bystrych muzi, ktefi samu vétu, o niz véfim, zejsem ji tu dokazal, prohladuji
nejen zaparadoxni, nybrz dokonce zafal eSnou. Popiraji, Ze existujeviibec ng aké
nekonecno. Nejen mezi vécmi, které jsou skutetng, ale ani mezi ostatnimi neni
podle jejich tvrzeni ani jeding, a rovnéz tak ani souhrn vice véci, u niz by se
dala z ngjakého hlediska predpokladat nekonetna mnozina ¢asti. O diivodech,
které uvadgji proti nekonecnu v Fisi skutetna, budeme uvazovat pozdgji, protoze
take teprve pozdgji podame diivody pro existenci takového nekonetna. Zde tedy
vyslechnéme pouze diivody, jimiZz ma byt prokazano, Zze néco nekonecného neni
nikde, ani u téch véci, které si ¢ini narok na skutetnost.

1. ,Nekonetna mnozina“ fika se, ,nemliZze jiZ proto existovat, protoze ne-
konetna mnozina nemlize byt nikdy sednocena v celek, nemlze byt nikdy
my3lenim obsahnuta.” — Toto tvrzeni musim oznacit pfimo za omyl, ktery byl
vyvolan nespravnym nazorem, ze k tomu, abychom si mohli myslit celek, se-
stavajici z predmétll a, b, ¢, d, ... musili bychom s nejprve o kazdem z nich
vytvorit predstavu, ktera predstavuje kazdy z téchto predmétll zviadt (jednotlivée
jejich predstavy). Tak tomu naprosto neni: mohu si myslit mnozinu, souhrn, Ci
chceme-li radgji obyvatele Prahy nebo Pekinu jako celek, aniz bychom predsta-
vovali kazdého z téchto obyvatel jednotlivé, tj. aniz bych mél pfedstavu, ktera se
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vztahuje vyhradng jen k nému. Cinim to skuteéné pravé nyni, mluvim-li o této
mnoziné obyvatel avyslovim-li napf. soud, Ze jgjich pocet je v Praze mezi Cisly
100 000 a 120 000. Je totiz zcela snadné, mam-li predstavu A, ktera reprezen-
tuje kazdy z predmétlti ab,c,d,. . ., alejiz nic jiného, dospét k predstavé souhrnu,
utvoreného vemi témito predméty. K tomu neni vskutku zapotiebi niceho jiného,
nez spojit s pfedstavou A pojem, ktery je oznaten slovem souhrn, tak jak to na-
znatuji lova: souhrn vdech A. Touto jedinou poznamkou, j€jiz spravnost musi
byt kazdemu zfejma, jak jsem pFesvédCen, pada cela obtiz, kterou hledaji v pojmu
mnoziny sestavajici z nekonetné mnoha ¢asti: pokud jen tu je rodovy pojem,
ktery zahrnuje kazdou z téchto Casti, jinak vSak nic jiného, jak tomu je u pojmu:
»mnozina vech vét nebo pravd o sobé*, kde neni pouzito zadného jiného ro-
dového pojmu nez toho, ktery tu jiz mame, totiZ: , véta nebo pravda o sobg*. —
Nemohu vSak ponechat bez kritiky jesté druhy omyl, ktery se v uvedené namitce
prozrazuje.

Je to nazor, ze , mnozina by nebyla, kdyby tu dfive nebyl nékdo, kdo s
ji mysli“. Kdo tvrdi toto, m& by nejen tvrdit, Ze neexistuje zadna nekonetna
mnoZzina vét anebo pravd o sobg, aby tak byl diisledny, pokud je to viibec pfi
omylu mozné, ale mél by tvrdit, Ze neexistuji viibec zadné véty a pravdy o sobé.
Nebot jestlize si jiz jasné uvédomili pojem vét a pravd o sobé a nepochybujeme
opravdu viibec 0 jgjich predmétnosti: miizemejen ztézka dospéti k tvrzenim, ze by
mnozina nebylabez nékoho, kdo si ji mydli, avSak jisté u nich nesetrvame. Abych
to kazdému jasné ukézal, dovolim s nadhodit otazku, zda se téz na zemskych
polech nevyskytuiji télesa, tekutai tuha, vzduch, voda, kameny atd., zdatato télesa
na sebe navzgem neplisobi podle uritych zakond, napf. tak, Ze rychlosti, které
s navzgem sdéluji pfi srazce, se maji k sobé v obraceném poméru jegjich hmot
apod., a zda se toto v&e ned&ei kdyz tam neni ani ¢lovék, ani jinamyslici bytost,
aby to pozorova?. ..

Pfi Cteni Bolzanova textu nas okamzité napada fada otazek. Jak Bolzano sim upozoriuje,
nabizi se evidentni analogie jim popisované mnoziny vét s mnozinou vsech prirozenych Cisel.
ProC tedy vlibec onu konstrukci uvadi a nepopisuje pfimo mnoZinu prirozenych Gisel? Aniz
bychom chtéli Bolzanovi podsouvat nepodloZzené domnénky, tkvi ziejmé odpovéd v odlisnem
chapani , existence" Cisel a pravd.’

Podstatngjsi namitka je nadedujici: popsana konstrukce vét prece popisuje potencialni
nekonetno. Uvedenakonstrukce prece nikdy nekonci, tak jako nekon€i posl oupnost pfirozenych
Cisel! Této namitky si Bolzano samozfgimé byl védom, odpoved vSak nabidl jiz v §11. Tam
totiz uvadi:

7Jak uvadi ve Vedosl ovi, alespoi jedna pravda nepochybné existuje: je to pravda o existenci Bozi.
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Rikam tedy: nazyvam Boha nekonetnym, ponévadz mu musime priznat sily vice nezjednoho
druhu, které maji nekonecnou velikost. Tak mu musime pfipsat poznavaci schopnost, ktera je
pravou vsevédoucnosti, tedy obsahne nekoneCnou mnoZinu pravd, protoze je v sobé obsahne
viibec véechny, atd.

Popsana mnozina pravd je tedy podle Bolzana aktualné nekonetna, protoze Blh je
v&echny vidi.

K onecné posledni namitka, o niz se chceme zminit: ackoliv Bolzano v Gvodu paragrafu pise
0, pfedmétnosti“ nekonetna, jejeho pFiklad z oblasti, kterou sam nazyva, vecmi, které si neini
narok naskutecnost”. O tom, Zze se nekonetno (ajak jsme sejiz zminili, znamenato u ng vzdy
aktualni nekonetno) vyskytujei v, oblasti samého skutecna“, se Bolzano zmifuje az mnohem
pozdéii, v 825. Zde uvedené priklady vSak, po pravdé feceno, nejsou prilis presvédcivé. Kromé
jiZz otekavaného argumentu, Ze existuje blih, bytost ktera je vice nez v jednom ohledu nekonetna

.., jetojen argument zal oZzeny na predstavé Gasovéeho kontinua: mnoZzina stavil, kterych kazda
bytost béhem sebekratSi doby nabyva, musi byt nekonetné velka (nebot’ kazda takova doba
obsahuje nekonetné mnoho okamziki).

Nyni se dostavame k nejzajimavéSim — aespon pro matematiky — pasazim knihy. Uve-
deme kliCové paséze §819-21, kde jsou prokazatelné Gvahy, které predjimaji vznik teorie
mnozin. V 8§19 Bolzano nejprve zdlivodiuje, Ze i nekonetné mnoziny ma smysl porovnavat
podle velikosti, v dalSich dvou paragrafech pak uvazuje o kritériu, které by nam to umoznovalo.
Komentar k témto (vaham uvedeme az po citaci.

8§19

Jiz u téch prikladli nekonetna, o kterych jsme dosud uvazovali, nam nemohlo
uniknout, ze neni mozno pokladat vSechny nekonetné mnoziny za sobé rovné
z hlediska jegjich mnozstvi; ale Zze mnoha z nich je vétSi nebo mensi nez jing,
tj. obsahuje v sobé jinou mnozinu jako svij dil (nebo naopak, je sama obsazena
vjinéjakojgi pouhy dil). | tojetvrzeni, kterézni mnohalidem paradoxné. Jistéze
vSichni, ktefi vykladaji nekonetno jako to, co neni schopno zadného zvétSeni, musi
nejen uznat za paradoxni, ale pfimo za spor né, Ze by jedno nekonecno bylo veétsi
nez jiné. Avsak poznali jsme jiz dfive, Ze tento nazor spociva na takovém pojmu
nekonetna, ktery vlibec nesouhlasi s jazykovym uzitim toho slova. Podle naseho
vykladu, ktery odpovida ngjen jazykovému uziti, nybrz i G¢ellim védy, nemlize
najit nikdo nic sporného, ba ani ngpadného, na my3ence, ze jedna nekonetna
mnozinaje vetsi nez jina. . ..

Domnivame se, ze Bolzanova Gvaha je zcela jednoznacné Citelna. Jsou-li dvé mnoziny
ve vztahu inkluze, je samozfejmé jedna mensi a druha vétsi. (Coz samoziefmé neni pravda
v cantorovské teorii mnozin. Uz tento fakt, dle naSeho nézoru, evidentné znamena, Ze Bolzana
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nelze povaZzovat za spoluzakladatele Cantorovy teorie). Problém tedy podle Bolzana nastava,
mame-li porovnat velikosti dvou mnozin, které ve vztahu inkluze nejsou. Ocitujme nejprve
Bolzanovu Gvahu.

8§20

Prejdéme nyni k Gvaze o nanejvy$ pozoruhodné zvla&tnosti, jez se miize vy-
skytnout u vztahu dvou mnozin, jsou-li obé nekonetné, dokonce jez se vlastné
vyskytuje vzdy, avsak byla dosud prehliZzena ke Skodé pro poznani mnohych di-
lezitych pravd metafyzickych, jakoz i fyzikalnich amatematickych, akterai nyni,
vytknu-li ji, bude pokladana za tak paradoxni, Ze by bylo velmi potfebné se pfi
Gvaze o ni trochu déle zdrzet. Tvrdim totiz: dvé mnoziny, obé nekonetné, mohou
byt k sobé v takovém vztahu, ze je na jedné strané mozno spojit ve dvojici
kazdou véc, nalezejici jedné z nich, s véci, nalezejici druhé z nich, tak, aby viibec
Zadna véc v obou mnozinach nezlistala bez spojeni ve dvojici ataké zadna aby se
nevyskytovala ve dvou nebo vice dvajicich; a pfitom je na druhé strané mozno,
aby jedna z obou mnozin obsahovala druhou jako sviij pouhy dil, takze mnoz-
stvi, kteraony mnoziny predstavuji, jsou k sobé v nejrozmanité Sich pomérech,
povazujeme-li véci v nich zastené, tj. zajednotky.. . .

Bolzano tedy uvadi fakt, jehoz si povaiml jiz Galilei: nekoneéna mnozina mlize byt ekviva-
lentni se svou vlastni podmnozinou. Narozdil od Galileiho, ktery zatéto situace usoudil, Zze
u nekonecnych mnozin neméa smyd poméfovat jejich velikost, je Bolzano presvédcen, Ze to
nutné je. Domnivame se v&ak, Ze v této chvili se dopustil osudového omylu, ktery zplisobil,
Ze se nestal faktickym zakladatelem teorie mnozin. Jak z nasledujiciho paragrafu uvidime,
usoudil, ze existence bijekce mezi nekoneCnymi mnoZzinami nas jeSté neopraviujek tvrzeni, ze
jsou stejné velké.? Jednoduse feteno, Bolzano prekrocil mnohé dosavadni bariéry, evidentng
v&ak nepresahl horizont tvrzeni, Ze celek musi byt vétsi nez ¢ast. Z nasedujiciho textu je to
zcelazigime.

8§21

Tedy jen z toho diivodu, Ze dvé mnoZziny A a B jsou v takovem vzajemném vztahu,
Ze ke kazde Casti a, obsazené v A, mlizeme téz vyhledat podle urcitého pravidla
Cast b, obsazenouv B, tak aby vSechny dvojice (a+b), kterévytvorfime, obsahovaly
kazdy predmét z A nebo z B, a kazdy pouze jednou — jen z této okolnosti — jak
vidime — neni jesté nijak dovoleno uzavirat, Ze by si tyto mnoziny z hlediska

8Jak vime, vytesil tuto vic definitivné az o &tvrt stoleti pozdgji Cantor, kdyz dokazal, Ze mezi prirozenymi a
realnymi €isly bijekce neexistuje, takze Ize existenci bijekce vzit zakritérium toho, zdajsou mnoziny stejnévelké.
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mnozstvi svych Casti byly navzajem rovny (tj. abstrahujeme-li od v3ech jgjich
rozdilll), jsou-li nekonetné&; nybrz mohou byt pres tento svij vztah, ktery je
sam o sobé ovdem obapolné stejny, ve vztahu nerovnosti vzhledem ke svym
mnozstvim, takze se miize ukazat, ze jednaz nich je celkem, jehoz dilem je druha.
Na rovnost téchto mnozstvi se smi usoudit teprve tehdy, pFistoupi-li k tomu jesté
ngaky jiny diivod, jako napriklad to, Ze obé mnoZziny maji zcela stejna zakladni
urceni, napriklad zcela stejny zplisob vzniku.

Formulaci, Ze dvé mnozZiny jsou stejné velké, kdyZ maji ,, zcela stejna zakladni urceni” sice
Bolzano opakuje vicekrat, nikde vSak neprecizuje, co tim presné mysli.

Okomentovali jsme tedy podrobné Bolzanovy Gvahy, které byly predobrazem teorie mno-
Zin. Pfitom se domnivame, Ze pravé v uvedenych 21 prvnich paragrafech jsou ukryty nej-
hodnotngsi mySenky celého dila. Pfes veskeré (z dnesniho hlediska vidéné) nedostatky bylo
Bolzanovou velkou zasluhou predevsim fundované zdlivodnéni nutnosti zkoumat aktualni ne-
konetno. O dalSich pasaZich Paradoxll se jiz zminime jen strucné.

Dalgich cca 20 paragrafti se zabyva potitanim s , nekone¢né malymi“ a , nekonetné vel-
kymi“ veliCinami v analyze a v geometrii. Strucné feCeno, Bolzano zde podava vyklad toho,
jak pocitat s limitou (i kdyZ tohoto pojmu ani jednou neuZzije) a tim se vyhnout uzivani ne-
konetné malych &i velkych veli¢in. Zvla&ni pozornost vénuje problémiim spojenym s nulou,
kterou nepovazuje za €islo, ale pouze za symbol, prfiemz presné specifikuje, jak |ze tohoto
symbolu uZivat. Zhrubadruhapolovinaknihy je vénovanavaham o prostoru, ase, fyzikanich
zékonech, o duchovnich ahmotnych substancich apod. Silatéchto pasézi je ve srovnani s mate-
matickymi partiemi podstatné mensi. Nékteré Bolzanovy nazory byly evidentné prekonané jiz
v dobg, kdy svou préaci psal. Stru¢né Feceno, Bolzano zastava divnou smés tzv. mechanického
materialismu kombinovaného s virou v bozi vdemohoucnost. Ze stavu vSech soucasti vesmiru
bychom mohli podle platnych zakonli rekonstruovat stavy dal$i, pokud ovéem pomineme pri-
pad, kdy nastane pfimy boZ zasah, protoze odchylka od tohoto zakona vyzaduje silu, ktera by
ve srovnani se spojitou silou musila byt nekonecné velka apod. Télesa mohou podle Bolzana
na sebe plisobit ,, bezprostfedné na dalku“, a vdechny tyto Gvahy jsou prostoupeny dobovymi
Gvahami o éteru a nedélitelnych atomech. | v téchto partiich Ize sice ngjit hodnotné my3enky
(napriklad o, dimensi prostoru, kterou Bolzano zaved! jiz ve svych dfivgSich pracich), celkové
je vsak vyzneni této Casti knihy, byt je Ctiva a poutava, mnohem niZsi.

Co ¥ici zavérem? Bolzanova kniha je v mnoha ohledech pozoruhodna. Samozigmé, ze
ve svétle dalich objevl jsou nékteré pasaze nepresné Ci zastaralé. V kazdem pripadé je to
v&ak dilo pozoruhodné a podava nam dobry obrazek o pronikavosti Bolzanova duchaao stavu
védeckého my3leni v poloviné minulého stoleti. O kterém souCasném textu to asi bude mozno
bez obav Fici za plldruhé stoleti?
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2 Georg Cantor ajehodilo

Historie je véda o tom,
o se nikdy nestane dvakraét.
VALERYHO ZAKON

Vidéli jsme, jak blizko byl Bolzano k odhaleni a pochopeni vlastnosti nekonetnych mnozin.
To, co se nam dnes ovsem jevi jako maly krtiéek v poznani, byl v tehdejSi dobé — v poloving
19. stoleti — velky mySlenkovy posun, kvalitativni skok v matematickém a filozofickém
my3leni. Ucinit tento krok — to vyZadovalo hluboké matematické vzdélani, Siroky filozoficky
rozhled, bohatou tvir¢i fantazii a velkou osobni odvahu. Tim v&im byl vrchovaté obdaren
Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, jak se plnym jménem jmenoval vynikajici némecky
matematik, jenz je v celém svété zasl ouzené uznavan za zakl adatel e teorie mnozin; teorie, ktera
tak vyrazné ovlivnilatvar soudobé matematiky, teorie, proti niz byly vedeny v matematickych
kruzich tak ostré boje a nevybiravé vypady jako proti malokteré jiné matematické discipling,
které se v&ak naprelomu 19. a 20. stoleti dostalo prakticky vSeobecného uznani akterase stala
z&kladnou témér veskeré moderni matematiky. Zhrouceni matematiky vystavéné na Cantorove
teorii na pocatku 20. stoleti (budeme o ném podrobné hovofit v 83), které tak dramaticky
poznamenalo vyvoj matematiky ve 20. stoleti, ani v ngjmensim nesnizuje vyznam Cantorovy
role v dgjinach svétové matematiky.

G. Cantor se narodil v r. 1845 v Petrohradé, kde jeho otec vedl az do r. 1856 obchodni firmu.
Maly Georg od malicka tihnul k matematice a pres pocatecni otcliv odpor ji také (soucasné
sfyzikou afilozofii) studoval v Curychu, Gottingen apredevsimv Berling, kder. 1867 promoval.
Nejvétsi vliv ze vech ucitelll na ngf mél Karl Weierstrass, ktery také patfil k tém nemnoha
matematiktim, u nichz nadel Cantor i v nejtézSich chvilich oporu. Od r. 1869 az do r. 1913
plsobil Cantor nauniverzité v Halle.

Od studentskych let projevoval vynikajici nadani; koncem 60. let napsal Fadu praci z teorie
Cisel, algebry ateorie funkci. Jeho nejplodng Sim Zivotnim obdobim vsak bylaléta1873 - 1884,
v nichz genialnim zptisobem poloZil zaklady teorie mnoZin a po obsahové strance tuto teorii
vybudoval prakticky do dnesni podoby.

Pfi studiu trigonometrickych fad dokéazal v r. 1873 nespocetnost mnoziny vSech redlnych
&isel (v praci Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen — tj.
O jedné vlastnosti souhrnu vSech redlnych algebraickych Cisel; tato prace byla publikovana
v 1. 1874). Je to jeho prvni préace s mnozinovou tématikou. (Pfeklad této prace déale uvadime.)
V sérii dalSich praci z uvedeného obdobi zaved! pojem mohutnosti mnoziny avybudoval teorii
kardinanich a ordinanich Cisdl.

Proti teorii mnoZzin byly od pocatku vznaseny ¢etné vyhrady. Hlavni namitky byly vznaSeny
proti tomu, jak se v ni pracuje s aktualné nekonetnymi mnoZinami; fada matematiki nikdy
nepochopila hloubku a dosah Cantorova uceni. V ¢ele tohoto proticantorovského tazeni byl az
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do své smrti byvaly Cantorliv berlinsky ucitel Leopold Kronecker. Cantor mél ¢etné probléemy
s uverginovanim svych praci, byl napadan a jeho dilo bylo znevazovano. Skutecnych préatel a
zastancli mé jen nemnoho. Kromé Weierstrasse to byl predevsim jiz zminovany R. Dedekind,
snimz Cantora pojilo od r. 1872, kdy se viceméné nahodné ve Svycarsku seznamili, dlouholeté
préatelstvi. (Ze zachované korespondence mezi nimi |ze dobfe vysledovat, jak oboustranné
plodné bylo toto pratelstvi prudkého bouflivého ,,romantika® Cantora a suchého stfizlivého
.Klasika' Dedekinda.)

Uporna prace, dil& nelispéchy pfi Feleni nékterych problémtl, spojenych predevéim s, hy-
potézou kontinua“ a neustalé (toky jeho odptircti viak vykonaly své. V r. 1884 podiéha Cantor
prudké depresi, musi byt [&Cen na nervoveé klinice avazné uvazuje o tom, Ze matematiky zcela
zanecha. Od té doby se u ného stiidaji obdobi tviréi prace s depresivnimi stavy. V r. 1897, tedy
v dobé, kdy jeho teorie konetné dochazi vdeobecného uznani, publikuje Cantor svou posledni
praci. V roce 1899 se jedté na kratky ¢as vraci k tviri praci, aby se pak jiz definitivné od-
micel. V r. 1905 konci svou pfednaskovou Cinnost, v r. 1913 odchazi z univerzity av r. 1918
v psychiatrické |&tebné umira.

Nebyl to lehky Zivot, co Georg Cantor proZil. V mnoha smérech byl podobny osudu jinych
génili v historii lidské védy akultury. Jednou provzdy vSak zlistane zapsan v d&jinach lidského
poznavani, nebot to byl on, kdo nam zpfistupnil krasny a tajuplny svét — svét nekonecnych
mnozin.

Ukéazky z Cantorova dila

Nejprve uvedeme jiz zminovanou praci z r. 1874. Jak jsme jiz napsali, je to ve svétové
matematickeé literatufe prvni prace tykajici seteorie mnozin (byt pojem ,, mnoZina* — némecky
,die Menge* — se v ni viibec nevyskytuje). (Cantor hovori jen o ,souhrnu® Gisel — tak
prekladame vyraz ., Inbegriff. Pojem ,mnozina‘ se vilbec poprvé vyskytuje az v jeho préaci
zr.1879.) Stejnétak sev praci nevyskytuji pojmy ,, spocetny”, respektive , nespocetny” . Pfesto
je tu v&ak ucinén rozhodujici krok — krok, ktery Bolzano, jak jsme vidéli, mozna tusil, ale
neudélal; mame zde namysli diikaz faktu, Ze existuji dvé neekvivalentni nekonetné mnoziny.
Tato skute¢nost byla pro Cantora odrazovym muistkem k vybudovani teorie kardinalnich Cisel.

O jedné vlastnosti souhrnu
vSech realnych algebraickych Cisdl

Redlnym algebraickym cidem obecné rozumime redlnou veli¢inu w, ktera
vyhovuje neidentické rovnici tvaru

agw" +ag" t+. . +a,=0 (1)
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kden, ag, &, ..., a, jsou cela ¢isla. Mlizeme zde pfitom bez Ujmy na obecnosti
predpokladat, ze Cislan aag jsou kladna, koeficienty ag, ag, . . . , a, nemaji spolec-
ného délitelearovnost (1) je nerozl oZitel na. Zatéchto predpokladti bude zaruceno,
Ze podle znamych zakladnich aritmetickych a algebraickych pravidel je rovnost
(2), jiz vyhovuje ngaké realné algebraické Cislo, plné urtena. Obraceng, kazdé
rovnici tvaru (1) pridusi ngjvyse tolik readlnych algebraickych Cisel w, které ji
vyhovuiji, kolik €ini jeji stupef n. Redlna algebraicka cidatvori jako celek souhrn
veli€in, ktery oznatime (w). Jak je jednoduse vidét, matento systém tu vlastnost,
ze v kazdem okoli jakéhokoliv mySleného Cisla a lezi nekonetné mnoho Cisel
Z (w). O to napadnéjsi proto na prvni pohled miize byt skute¢nost, Ze souhrn (w)
mUZe byt jednoznatné prifazen souhrnu (v) vSech celych kladnych Gisel tak, Ze
kazdemu algebraickému Cidu w pFislusi jisté celé kladné Cislo anaopak, kazdemu
celému ¢idu v odpovida plné urcené realné algebraické ¢ido w, tak, ze jinymi
slovy Feteno, souhrn (w) s miizeme predstavit ve tvaru nekonetné zakonité utvo-
fenétady

a)l’a)27"-’a)\17---a (2)

Vv niz se vyskytnou vdechny prvky z (w) a kazdy z nich pritom na urcitém misté
v (2), pficemz toto misto je dano prislusnym indexem. Jakmile nalezneme zako-
nitost, podle niz je toto pfifazeni provadéno, je mozno ji libovolné modifikovat.
Bude tudiz postatovat, kdyz v 81 uvedu to prifazovaci pravidlo, které, jak se
domnivam, je nejjednodussi.

Této vlastnosti souhrnu vSech realnych algebraickych Cisel vyuziji k tomu,
abych pomoci 81 v 82 ukazal, ze kdyz utvorime libovolnou fadu realnych Cisel
veli¢intvaru (2), mtizeme urcit v kazdem zadanémintervalu (« . . . B) ¢islon, které
nebude obsazeno v (2). Kombinaci vysledkl téchto dvou paragraf{i podame novy
diikaz drivésiho Liouvilleova tvrzeni, Zze v kazdém zadaném intervalu (« . .. B)
lezi nekonecné mnoho transcendentnich, tj. nealgebraickych Cisal. Dale uvedeme
v 82 Vétu jako zaklad k zdlivodnéni toho, pro¢ souhrn redlnych velicin, které tvori
kontinuum (jako redlna Cida, ktera jsou > 0 a < 1) nelze jednoznatné prifadit
souhrnu (v). Tak najdeme zfetelny rozdil mezi tak zvanym kontinuem asouhrnem
utvorenym ze vSech realnych algebraickych Cisel.

81.
Vratme se k rovnici (1), které vyhovuje algebraické €islo w a ktera je za uvede-

nych predpokladll piné uréena. Zvétseme Cislo n — 1, kde n je stupen &isla o,
0 soucet absolutnich hodnot koeficientll uvedené rovnice a oznaéme vysledek N;
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N nazveme vy3kou Cidla w. Pfi pouZiti obvyklého oznaCeni tedy plati
N=n—1+|a|+[a|+---+][aql. 3

Vyska N je podle toho pro kazdé realné algebraické Cislo w jisté kladné celé Cislo;
obraceng, ke kazdé kladné celociselné hodnoté N existuje jen konetné mnoho
algebraickych redlnych Cisel o vysce N; jejich pocet oznatme ¢ (N). Je napriklad
(D) =1, 92 =2, 9(3) = 4. Nyni ¢islasouhrnu (w), tj. algebraickarealnacida,
postupné usporfadame do fady tak, Ze nejprve vezmeme Cislo w1 jako jediné ¢islo
0 vysce 1; poté vezmeme nasledujici ¢(2) = 2 algebraickaredlna cisla o vysce 2
aoznatme je wy, ws. K témto miizeme pripojit ¢(3) = 4 ¢isdao vysce N = 3 tak,
aby jejich velikosti vzriistaly. Obecné miizeme timto zplisobem o€islovat véechna
Cida z (w) az do ur€ite vysky N = Ngi, rozmistit je na uréena mista a za né
pripojit redlnad algebraickacislao vysce N = N; + 1 asicetak, aby jejich velikosti
vzristaly. Takto obdrZime souhrn (@) v3ech realnych algebraickych Gisel vetvaru

W1, W2, ...,Wy, ...

a s ohledem na dané usporadani mtizeme hovorit o v-tém redlném algebraickém
Cide, pficemz neni opomenuto Zadné z Cisel souhrnu ().

82.

Je-li dana jakymkoliv zplisobem utvorena nekonetna fada navzajem riiznych
realnych veli€in

W1, W2, .o, Wy, e, 4)

Ize v kazdém zadaném intervalu (« ... B) urcit Cido n (a tedy nekonetné
mnoho takovych Cisdl), které se nevyskytuje v fadé (4). Toto tvrzeni nyni doka
zeme. Mg metedy libovolné zadany interval (« . .. B) takovy, zea < B. Prvni dvé
Cidanasi fady (4), kteralezi uvnitf tohoto intervalu (z néhoz vyloucime hranici)
mUzeme oznatit o', B’ tak, Ze o’ < B’. Stejné tak oznatme prvni dvé ¢isla z nasi
fady, kteralezi uvnitf (o’ ... ') jakoo”, 8”7 atotak, zea” < B”; podletéhoz pravi-
dlautvofime nasedujici interval («” ... 8”) atd. Zdeuvedenacidaca’, o” ... jsou
podle definice jista Cislanasi fady (4), jgjichZ velikosti se monoténné meéni atotéz
plati o Cislech B/, B”...; velikost Cisdl &', «”, ... neustdle roste, velikost Cisel
B, B", ... klesa Kazdy z intervalll (... ), (&' ...8"), (@"...B"),... v sobé
uzaviravsechny nasledujici. — Jsou tedy nyni mysdlitelné dvé moznosti. Budto je
pocet takto utvorenych interval &l koneény; posledni z nich necht je (@ ... B™).
ProtoZe uvnitf tohoto intervalu miize lezet nejvyse jedno Cislo Fady (4), mlizeme
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v tomto intervalu zvolit ¢islo n, které neni ve (4) obsazeno. V tomto pripade je
véta dokazana.

Nebo je pocet utvorenych intervalll nekonetné velky. Pak ale mgji Cisa
a,o,a”, ..., vzhledem k tomu, Ze jejich velikosti neustéle rostou aniz by rostly
do nekonetna, jistou horni zavoru «*°. Totéz plati pro ¢idag, g/, 87, ..., jgichz
velikosti klesgji; jgjich zavoru ozna€me B°°. Je-li a® = B> (coz je pfipad, ktery
vzdy nastane v pfipadé souhrnu (w) vSech redlnych algebraickych €isel), I1ze se
|ehce pFesvedCit, podivame-li senazpét nadefinici intervalu, ze€islon = a® = 8>
nemiiZze byt v nasi fadé obsazeno. (Kdyby totiZ bylo &islo n v nadi fadé obsazeno,
méli bychom n = wp, kde p jejisty index. To vSak neni mozné, protoze wp nelezi
uvnitf intervalu («P ... BP), zatimco &islo n podle definice uvnitf tohoto inter-
valu lezi.) Je-li vSak > < B, pak z&dné Cislo n z vnitfku intervalu (¢ ... )
nebo téz hranice tohoto intervalu, pokud jen odpovida uvedenym pozadavkiim,
neni v fadé (4) obsazeno. Tvrzeni dokazanav tomto odstavci nam umoziuji rlizna
zobecnéni, z nichz zvolime nasledujici: ,,Je-li w1, wo, ..., wp, ... konetna nebo
nekonetna fada vzgemne linearné nezéavislych Cisel (takze neni spinéna Zzadna
rovnice tvaru ajw1 + awy + - - - + ahon = 0 s celoCiselnymi koeficienty, které
nejsou vsechny nulové) aje-li dan souhrn (£2) vsech takovych Cisdl 2, kteralze
urcit pomoci raciona nich funkci s celo€iselnymi koeficienty z danych Cisel w, pak
v kazdém intervalu (« . .. B) existuje nekonetné mnoho Cisel, kteranegjsou v (2)
obsazena.“ Skutetné, miizeme se podobné jako v 81 presvédGit, Ze souhrn () Ize
sefadit do tvaru

Q1,2 ..., 2, ...,

Z Cehoz, vzhledem k 82, plyne spravnost tvrzeni.
* * *

Druhou Cantorovou praci, kterou zde v pfekladu uvedeme, je ¢lanek uvefginény v r. 1890.
V této kréatke stati se poprvé objevuje znamadikazovametoda, dnes bézné nazyvana Cantorova
diagonalni metoda. Vlyjadreno v fedi kardinalnich Cisel je zde dokazano, ze 2% > Xg apotéje
ukéazano, Ze zcela analogicky 1ze pro kazdé kardinlni ¢islo odvodit 2™ > m.

Povaimnéme si, Ze ani v této praci se nevyskytuje pojem ,,mnozina’, i kdyz v této dobéjiz
Cantor toto pojmenovani v jinych pracich uzival.

O jedné elementarni otazce
Z nauky o souhrnech

V praci nazvané: O jedné viastnosti souhrnu vsech realnych algebraickych Cisel
(Journ. Math. Bd. 77, S. 258) se poprvé nachazi dilkaz véty, Ze existuji souhrny,
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které nelze, byt jsou nekonetné, jednoznatné pfifadit souhrnu vdech konetnych
celych €isdl 1,2,3,...,v,... nebo, jak fikame, které nemaji mohutnost Ciselné

fady 1,2,3,...,v,... . Z toho, co jsme tam dokazali v 82, okamZité plyne, Ze
napriklad systém vSech redlnych Cisdl leZicich v libovolném intervalu (« ... 8)
nel ze sestavit do fady tvaru

W1, W2, ...,Wy, ... .

Toto tvrzeni vSak |ze dokazat mnohem jednoduseji, nezavisle na vlastnostech
iracionanich Cisel.
Jsou-li totiz m a w dva navzajem rozdilné objekty, miizeme studovat souhrn
M prvkl tvaru
E=0X, X, 00, Xy, ..0),

které zavisi na nekonetné mnoha souradnicich xq, Xo, ..., X,, ..., kde kazda
z téchto souradnic je budto m nebo w.

K prvklim M patfi napriklad tfi nasledujici:

E'=(mmmm,...),

E'l = (w,w, w,w, ...),

E" =(m,w,m w,...).
Nyni tvrdim, Ze takovy systém M nema mohutnost fady 1,2,...,
V,on. .
Plyneto z nasledujici véty:
Je-li Eq, Ep, ..., E,, ... jakakolivjednoducha nekonetnarada prvki systému
M, pak existuje prvek Eq z M, ktery neni Zadnym z prvkt E, .

K dlkazu necht je

Ei=(, a12,...,a1,,...),
Ex=(ag1,a2,...,a2,,...),
........................... Tato a,,., jsou zde budto m nebo w. Bud
E},L = (a,u,l’ a},L,Z? ’ a;l, Vs ),
nyni fadab,, by, , ..., b,,... definovanatak, ze b, bude rovnéz rovno m nebo w

apritomrlznéod a,,,.
Je-li tedy a,, = m, necht jeb, = w ajeli a,, = w, necht b, =m.
Pov&mneme-li si nyni prvku

Eo = (b1, by, b, ...)

z M, vidime okamZité, Ze rovnost Eq = E,, nemUze byt spinéna pro zadné celé
Cislo . Kdyby totiz pro jisté o apro vsechny hodnoty v platilo

bv = ap.,v,
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pak by zejména platilo
by = .,

coz je podle definice Cidab, vylouceno.

Z této véty bezprostiedné plyne, Ze souhrn vSech prvkli z M nelze sefadit do
tvarutady Eq, E, ..., E,, ...; dostali bychom totiz spor, Ze Eq by soucasné bylo
i nebylo prvkem M.

Tento dilkaz prekvapuje nejen svou velkou jednoduchosti, ale zejména tim,
Ze princip v ném uvedeny |ze bezprostiedné pouZit k diikazu obecngjiho tvrzeni,
Ze totiz mohutnosti systémll nemaji maximum, coZ je totéz jako tvrzeni, ze ke
kazdemu zadanému systému L existujejiny systém M, ktery ma vétsi mohutnost
nez L.

Bud napriklad L linearni kontinuum, jako tfeba souhrn vech redlnych Cisdl,
kterajsou> Oa< 1.

Pod M rozumé&me souhrn v3ech jednoznatnych funkci f (x), které nabyvaji
hodnot 0 nebo 1, pficemz x probéhne vSechny realné hodnoty, kteréjsou > 0 a
<1l

To, zZe M nemamensi mohutnost nez L, plyne z toho, zev M existuji podmno-
Ziny, které maji stenou mohutnost jako L ; napfiklad je to podmnoZzina utvorena
Z téch funkci proménné x, které maji v jednom jediném xg z x hodnotu 1 a ve
v&ech ostatnich x maji hodnotu O.

M ale nemaani stejnou mohutnost jako L. Kdybychom totiz souhrn M mohli
jednoznatné popsat pomoci proménné z, mohli bychom si M predstavit ve tvaru
jednoznatné funkce obou proménnych x az

(X, 2),

ato tak, Ze zadanim z bychom mohli obdrzet prvek f(x) = ¢(X,2) z M ataké
naopak, kazdy prvek f(x) z M bychom Zziskali jako ¢(x, z) jedinou volbou z.
Timv3ak dostavame spor. Myslime-li i, Ze g(x) jetajednoznatnafunkce x, ktera
nabyva jen hodnot 0 a 1 a pro kazdou hodnotu x je riizna od ¢(x, z), pak je na
jedné strané g(x) prvek M, nadruhé strané viak zadnou volbou z = zo nemlizeme
tuto funkci dostat z ¢(x, z), nebot ¢ (Xo, Zo) je rtizné od g(zo).

Neni-li tedy mohutnost systému M ani mensi ani rovna mohutnosti L, plyne
odtud, Ze je vé&tSi nez mohutnost L. (Viz Crelles Journal Bd. 84, S. 242.)

V  praci  Grundlagen ener allgemeinen  Mannigfaltigkeitlehre
(Leipzig 1883) jsem dokéazal pomoci zcela jinych metod, Ze mohutnosti nemaji
maximum. Dokonce je tam dokézano, Ze souhrn viech mohutnosti, kdyZ ho uspo-
fadame podle velikosti, tvofi ,, dobre usporadanou mnozinu“, takze ve skuteCnosti
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ke kazdé mohutnosti existuje vétsi arovnéz ke kazde shora neohranicené mnoziné
mohutnosti existuje ngaka mohutnost jesté vétsi.

~Mohutnosti“ reprezentuji jediné a zakonité zobecnéni konetnych , kardinal-
nich Cisel“; nejsou ni¢im jinym, nez aktualné nekonetné velkymi kardinanimi
Cidly a patfi jim taz realita a urGitost jako tém plvodnim. Jen zakonitosti mezi
nimi, nazyvané ,teorie Cisel“, jsou zde Castetné odlisné od z&konitosti ve svété
,Konetna'.

Dalsi objevy natomto poli jsou Ukolem budoucnosti.

* * *

Posledni ukézkou z Cantorova dila, kterou uvedeme, bude nékolik partii z obsahlé prace Beit-
rage zur Begriindung der transfiniten Mengelehre, tj. PFispévky k zakladlimteorietransfinitnich
mnozn, ktera je posledni Cantorovou publikovanou praci. (Prvni Cast vySlav Casopise Mathe-
matische Annalen v r. 1895, druha Cast tamtéz v r. 1897. Cela prace ma 76 stran.) Toto dilo je
vynikajicim zavrSenim Cantorovy vice nez dvacetileté prace na vystavbé teorie mnozin.

V (vodu 1. paragrafu Cantor poprvé vysvétluje, co rozumi mnozinou. (Tato pasadz byva
Casto a nepfesné citovana. Z textu je zitgimg, Ze ji Cantor zcelajisté nepokladal za definici, jak
byva Easto nespravné uvadéno. Pojem samotny na jedné strané podle Cantorovych plivodnich
pfedstav zjevné pro svou ,, samozifgimost” zadnou definici nevyzadoval; nadruhé strané v dobé
publikacetéto pracejiz Cantor znal téZkosti, k nimz jehointuitivni pfistup vede.) Ve 2. paragrafu
Cantor definuje nerovnost mezi kardinalnimi ¢idly.

Kromé téchto dvou paragrafll v nasledujici ukazce uvedeme Cast 84, v némz je zavedeno
umochiovani kardinalnich Cisel, Cast 86, v némz je popsana specificka role Cisla Xy a konetné
&ast §15, v némz se hovori 0 mnoziné Z(Xo) ordinanich &sel. Ctendr jisté i bez zvla&tniho
upozornéni postiehne, Ze styl vyjadrovani adilkazove metody této pracejsou jiz zcelamoderni;
815 by mohl byt bez vétSich Uprav — stejné jako dalSi Casti prace — zafazen i do moderni
ucebnice.

Rozdil mezi prvni Cantorovou mnozinovou praci a touto posledni je jisté dostateCnym
svédectvim, jak obrovské dilo Cantor v uvedeném obdobi vykonal.

Prispévky k zakladlim teorie
transfinitnich mnozin

81

MOHUTNOSTI CILI KARDINALNI CiSLA
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»Mnozinou“ rozumime kazdy souhrn M uréitych rozlisitelnych objektli m naseho
nazirani nebo naseho my3leni (nazyvanych,, prvky” v M) shrnutych v jeden celek.
Symbolicky to zapiSeme takto:

M = {m)}. D

Sjednocenim vice mnozin M, N, P, ..., které nemaji spolecné prvky, rozumime
MNOZinu oznacenou

(M, N, P,...). (2

Prvky této mnoziny jsou prvky z M, z N, z P atd., brany vSechny spolecné.

,Cast* nebo , podmnoZina“ mnoziny M jekazdajina mnozina My, jejiz prvky
jsou souCasné prvky v M.

Je-li M, Casti My a M, ¢asti M, pak jetaké M, Casti M.

Kazdé mnoziné M prislusi jista ,, mohutnost”, kterou nazyvame take , kardi-
nani ciso”.

»Mohutnosti“ nebo , kardin@dnim ¢islem* mnoziny M rozumime obecny po-
jem, ktery v naSem my8leni prifadime kazdé mnoziné M tak, ze pfitom abstrahu-
jeme od vlastnosti jejich rliznych prvkl m a od usporadani pfi jejich zadavani!

Vysdledek této dvoji abstrakce, kardinalni €iso €ili mohutnost mnoZiny M,
oznatujeme

M. 3)

Takto z kazdéeho jednotlivého prvku m, nepfihlizime-li k jeho vlastnostem, vznikne
»jednotka’*, takze kardinalni Ciso M samotné je urCita mnozina utvorena z téchto
jednotek, jakozto rozumovy odraz projekce dané mnoziny v nasi mysli.

O dvou mnozinach M a N fekneme, Ze jsou ekvivalentni, coz oznatime

M ~ N nebo N~ M, 4%

jestlize 1ze nalézt takové jejich vzgemné pfifazeni, Zze kazdému prvku z jedné
odpovida pfi tomto pfifazeni jeden ajenom jeden prvek druhé.

Kazde ¢asti M; v M odpovidatedy jistaekvivalentni €ast N; z N.

Je-li dano takoveé prifazeni dvou ekvivalentnich mnozin, pak |ze toto prifazeni
(az napfipad, ze obé& mnoZziny jsou jednoprvkové) libovolné modifikovat. Zejména
Ize zafidit, ze danému prvku mg z M odpovidajisty prvek ng z N. Jestlize si totiz
prvky mg ang neodpovidaji pri plivodnim pfifazeni, ale prvku mg z M odpovida
prvek n; z N aprvku ng z N odpovidaprvek m; z M, pak pozménime zadani tak,
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aby s vzgemné odpovidaly prvky mg ang arovnéz tak m; ang; ostatni prvky pak
zlistanou pritazeny podle plivodniho pravidla. Takto je kol splnén.
Kazda mnozina je ekvivalentni se sebou samotnou:

M~ M. (5)
Jsou-li dvé mnoziny ekvivalentni stfeti, pak jsou také vzaemné ekvival entni:
ZM ~PaN ~ PplyneM ~ N. (6)

Zakladni vyznam ma nyni skuteCnost, Ze dvé mnoziny M a N jsou ekvivalentni
tehdy a jen tehdy, kdyz maji stejné kardinalni ¢ido:

zevztahu M ~ N pIyneﬁ =N, )

zevztahu M = N plyneM ~ N. €]

Ekvivalence mnozin tedy tvori nutné a neklamné kritérium toho, Ze jgjich kardi-
nalni Cislajsou stejna. . .

8§2.

JVETSI* a, MENSI* MEZI MOHUTNOSTMI

Necht pro dvé& mnoziny M a N s kardinalnimi ¢isly a = M ab = N jsou
splnény nasledujici dvé podminky:

1) M neobsahuje €ast ekvivalentni s N,

2) N obsahuje ¢ast N; takovou, Zze N; ~ M.

Pak je predevsim patrno, Ze tyto podminky zlistanou spinény, kdyZ mnoziny M a
N nahradime dvéma ekvivalentnimi M’ a N’. Takto je vSak urCen jisty vzgemny
vztah mezi kardinalnimi Cidy a, b.

Dale, ekvivaencemnozin M a N, jakoz tedy i rovnost Cisel a, b je vylouteng;
kdyby platilo M ~ N, pak by vzhledem k tomu, Zze N; ~ M, taképlatilo N; ~ N
atedy predpoklad M ~ N by nas pfivedl k tomu, ze existuje ¢ast M, v M takova,
Zze M; ~ M atedy také M; ~ N, coz je spor s podminkou 1).

Zateti, tento vztah mezi Cidy a, b je takovy, ze tentyz vztah mezi b, a neni
mozny. Kdyz tedy v 1) a 2) prohodime role M a N, obdrZzime dvé vzgemné
kontradiktorické podminky.
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Vztah mezi a, b charakterizovany podminkami 1) a 2) vyjadiime dovy: a je
mensi nez b nebo také b je vetSi nez a; symbolicky

a<b nebo b>a. (1)
Lehce |ze dokazat, ze

kdyza <b, b <c, paktakéa < c.

Prave tak okamzité z definice plyne, Zze kdyz P, je Cast mnoziny P, pak za < ﬁ
plynetakéa < P azevztahu P < b plyne Py < b.
Ukazali jsme, Ze ze tfi vztahil

a=h, a<b, b<a

kazdy vylucuje zbyvajici dva.

Naproti tomu se v Zadném pripadé nerozumi samo sebou, a také bychom to
nyni nemohli dokazat, Ze pro kazda dvé kardinélni €isla a, b musi nutné nastat
néktera z uvedenych moznosti.

Teprve pozdgji, az prehlédneme rostouci posloupnost transfinitnich kardinal-
nich ¢isel a pozname jgich vzgemné vztahy, budeme moci dokazat tvrzeni: A.
»Jsou-li a,b libovolna dvé kardinalni ¢isla, pak plati budtoa = b neboa < b nebo
a>bh*

84,
UMOCNOVANI MOHUTNOSTI

» Pokrytim mnoziny N prvky mnoziny M*“ nebo struéngji ,, pokrytim N prvky M*
rozumime pravidlo, kterym je s kazdym prvkem n z N svazan jisty prvek z M,
pricemz jeden a tentyz prvek z M mlize byt pouZit i opakovang. Takto je tedy
prvek z M, ktery je svazan s n, jistou jednoznacnou funkci n a mlizeme ho proto
oznait f(n). Tuto funkci nazveme , pokryvaci funkci prvkl n“. Odpovidajici
pokryti mnoziny N oznatime f (N).

Rekneme, Ze dvé pokryti f(N) a f(N) jsou si rovna pravé tehdy, kdyz pro
vSechny prvky n z N plati rovnost

fi(n) = f2(n); D

to znamena, ze kdyz existuje byt jen jediny prvek n = ng, pro ktery uvedena
rovnost neni splnéna, pak jiz povazujeme pokryti fi(N) a fo(N) za navzgem
rlizna.
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Kuprikladu mbizeme, kdyz mg jejisty prvek z M, zadat pro vSechny n
f(n) = mg.

Takto je pak ureno pokryti N prvky mnoziny M.
Jiné pokryti obdrzime, kdyz pro dva rlizné prvky mg am; z M a pro jisty
prvek no z N zadame
f(no) =mo, f(n)=mg

pro véechnan rliznaod no.

Souhrn vSech rozdilnych pokryti N mnozinou M tvori jistou mnozinu s prvky
f (N). Nazveme ji ,,mnozinou vSech pokryti N prvky M“ aoznatimeji (N|M).
Je tedy

mm(N|M) = {f(N)}. (2
Plati-li M ~ M”aN ~ N’, pak Ize lehce odvodit, Ze také
(NIM) ~ (N'[M"). 3

Kardinalni €islo mnoziny (N|M) tedy zavisi jen nakardinalnich Cislech M=aa
N = b. Miizeme proto definovat mocninu a takto:

a’ = (N|M

~

(4)
86.
NEJMENSI KARDINALNI CISLO ALEF NULA

Mnoziny s konetnym kardinanim ¢islem nazyvame , koneCnymi mnozinami*;
vSechny ostatni mnoziny nazyvame , transfinitnimi mnozinami“ ajejich odpovi-
dajici kardinalni ¢isla nazyvame ,transfinitnimi kardinanimi ¢isly“.

Souhrn vSech konetnych kardinalnich €isel v nam udava nasledujici priklad
transfinitni mnoziny; ji odpovidgici kardinalni ¢islo (81) , aef nula‘, symbolicky
Ng, definujeme vztahem

Ro = {v}. D

To, ze R je transfinitni ¢idlo, tj. neni rovno zadnému konecnému cislu w, plyne
z téjednoduché skuteCnosti, Ze kdyZ pfidame k mnoZzing {v} ngaky novy prvek ey,
je sednoceni ({v}, &) ekvivalentni s plivodni mnoZzinou {v}. Existuje totiz mezi
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nimi vzgemné jednoznacné prifazeni, pfi némz prvku ey odpovida prvni prvek 1
druhé mnoziny, prvku v prvni mnoziny pak odpovida prvek v + 1. Podle §3 tak
dostavame

Ro+1=R. 2

V 85 jsme vak dokazali, Ze (pro konetna i) je i + 1 rlizné od 1, takze Rq neni
rovno zadnému konecnému ¢islu .
Cidlo R je vétsi nez véechna konetnacida ju:

NQ > . (3)
Totoplyneokamzitéz 83, nebot u = {1, 2, 3, ..., u}, Zadnacast mnoziny {1, 2, 3,
.., 4} neni ekvivalentni s mnozinou {v} asamotnamnozina{1,2,3,..., u} je
casti {v}.

Nadruhé strané je g ngfmensi transfinitni kardinalni ¢islo.
Je-li a jakékoliv transfinitni kardinalni ¢islo riizné od Ry, pak

Ro < a. 4

Toto plyne z nasledujicich vét:

A. V kazdeé transfinitni mnoziné T existuje podmnoZna s kardinalnim cislem
Ro.

D U k az: Odstranime-li podle ngakého pravidlaz T konetny pocet prvki
t, b, ..., t,_1, Zlstane zde pofad moznost odstranit i dal&i prvek t,. MnoZzina {t, },
kde v je libovolné konetné kardinéni Cislo, je podmnozinou v T s kardindnim
¢isdem Ry, protoze {t,} ~ {v} (81).

B. Jeli S transfinitni mnoZina s kardinalnim Cisdem ®q a § je transfinitni
podmnoZinav S, pak jerovnéz S; = K.

8§15.
CiSLA DRUHE CISELNE TRIDY Z(Xo)

Druha Giselna tfida Z (Ro) je souhrn {a} vSech ordinalnich typli dobfe usporada-
nych mnozin, jejichz kardin@ni Cislo je Ry (86).

A. Druhé Ciselna tfida obsahuje nefmensi prvek w = Lim, v.

D U k az: Symbolem o rozumime typ dobre usporadané mnoziny

Foz(flv f27"'af\)7---)’ (1)
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kde v probiha vSechna konetna ordinalni Cislaa

f, < fou. 2
Je tedy (87)
w=F 3
a(86)
® = No. (4)

w jetedy €ido druhétfidy asiceto ngimensi. Je-li y jakékoliv ordinéni €islo < w,
musi byt (814) typem n&akého fezu v Fy. Fo mavsak pouze fezy

A:(fl? f25"'7 f\))

s koneCnym ordinanim Cislem v. Proto plati y = v.

Neexistuje tedy transfinitni ordinalni ¢islo, které by bylo mensi nez w, takze
 je ngmensi takové. Podle toho, co jsme uvedli v 814 o Lim,«, je zZfgimé
w = Lim,v.

B. Je-li o libovolné Cislo druhétfidy, pak za nim nasleduje jako nejblizsi véetsi
Cido téze Cisané tfidy Cisloa + 1.

3 Antinomieteorie mnozin. TFeti krize matematiky

Nikdy neni tak Zle,
aby nemohlo byt jesté hiiF.
GATTUSOVO ROZSIRENI MURPHYHO ZAKONA

19. stoleti bylo obdobim prudkého rozvoje prirodnichi spoletenskych véd. V fadach védcl fady
oborll narlista uspokojeni nad dosazenymi vysledky: zda se jim, Ze pfirodni védy zmapovaly
a popsay vSe podstatné v redlném svété. Zadouzilo by s hlubSiho rozboru, ¢im to bylo
zplisobeno, Ze temé&f soutasné — na prelomu 19. a 20. stoleti — dochéazi v fadé z nich, véetné
matematiky, k dramatickému zvratu.

Tak napriklad znamy americky fyzik Albert Abraham Michelson, jehoz jisté nebudeme
podezirat z malého prehledu a nedostatku odbornosti, v roce 1894 prohlasuje:

Dulezté zakladni zakony a fakta ve fyzice jiz byly viechny objeveny a jsou dnes tak pevné
prokazany, ze moznost, ze by vlibec kdy byly nahrazeny v diisledku novych objevil, je nesmirné
vzdalena. . . NaSe budouci objevy je tfeba hledat na Sestém desetinném misté!
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Dva roky poté, v r. 1896, objevuje Antoine Henri Becquerel pfirozenou radioaktivitu,
v r. 1905 publikuje Albert Einstein specialni teorii relativity (v r. 1916 pak obecnou), ve
20. letech se konstituuje kvantova mechanika atd.: co z fyzikalniho obrazu svéta z konce
19. stoleti vlastné pretrvalo az do dneska?

Néco podobného se na prelomu stoleti odehralo i v matematice, s diisledky pro matematiku
samotnou asi jesté zavaznéSimi.

Uvadéli jsme jiz, jak podrazdené reakce vyvolay prvni Cantorovy mnoZinové prace. Po-
stupné sevsak prokazalo, jak mocnym a potfebnym nastrojem seteorie mnozin pro matematiku
stala. Ke konci 19. stoleti doséhla teorie mnozin téméf vseobecného uznani a stala se zaklad-
nou, na niz byla budovana prakticky cela matematika. VSeobecné minéni matematik{ té doby
vystihuje znamy vyrok Celného francouzského matematika a fyzika Henri Poincarého, jed-
noho z vlidgich duchii tehdejSiho védeckého svéta, ktery na Il. mezinarodnim matematickém
kongresu v PafiZi v roce 1900 prohladuje:

...nyni v matematice zlistavaji jen cela Cisla a konetné, respektive nekonetné systémy
celych Cisdl ... Matematika je plné aritmetizovana. Dnes miizeme Fici, Ze dosahla absolutni
pfesnosti.

Je vskutku ironii osudu, Ze v dobg, kdy Poincaré tato slova pronasel, uz bylo de facto jasné,
Ze teorie onéch , nekonetnych systemtl celych Cisal“, jakozto ¢ast teorie mnozin, ma k oné
absolutni presnosti dale nez daleko. Antinomie teorie mnoZzin, z nichz prvni jiz byla tehdy
znama, vyvedly matematiky kruté z mylného zdani, ze maji k dispozici spolehlivou zakladnu
pro vystavbu svych teorii. A strastiplna cesta za pfekonanim téchto antinomii, cesta, na jgjiz
konec matematika dodnes nedorazila, nam ukazala, jak podstatné je nutno revidovat ptivodni
predstavy 0 moznosti spolehlivého vybudovani zakladli matematiky. (O tom vSak budeme
podrobngi hovofit v 84.) Z tohoto hlediska neni oznaCeni 3. krize matematiky pro obdobi,
které matematika od pocatku 20. stoleti proziva, nijak prehnané.

(Pfipomenme si, Ze 1. krize matematiky ccav 5. stal. pf. n.l. souvisela s objevem iracional-
nich Cisel a se Zenbnovymi aporiemi 0 nemoznosti sestrojeni konetnych velicin z nekonecné
mnoha ¢asti. 2. krize matematiky, jak jsme jiz uvedli, je spojovana s ngjasnostmi kolem poci-
tani s nekonetné malymi veliCinami. Newton a Leibniz pfi vystavbé infinitesmalniho poCtu
nedovedli tyto operace fadné zdlivodnit. Béhem doby bylo ¢im dal nejasnéjsi jak je mozng, ze
nezdtivodnéné postupy s presné nedefinovanymi velicinami davaji prevazné spravné vysledky.
Tato krize byla pfekonana diky praci Cauchyho, Weierstrasse a dalSich v 19. stoleti.)

V kapitole | jsmeukazali (viz vetu[5.10), zekdyz Izev ngakéteorii dokazat ngjakétvrzeni a
soucCasnéi jeho negaci, Ize v této teorii dokazat kazdé tvrzeni. Takovateorie je ovsem prakticky
bezcenna. Presné toto se ovSem stalo v Cantorové teorii mnozin, kdyz se v ni objevily tzv.
antinomie, nékdy téZ nespravné nazyvané paradoxy.

Prvni z téchto antinomii publikoval v r. 1897 italsky matematik Cesare Burali-Forti v préci
Una questione sui numeri transfiniti, Rendiconti Palermo 11, 154 - 164). Cantor sam znal tuto
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ordinalnich €isd je vétSi nez vsechna ordinalni €ida (tzn., Ze existuje ordinalni ¢islo vétsi nez
ono samo). (Srovng slll. 6.2.)

Po objeveni této antinomie bylo jesté mozno chovat jistou nadgi, Ze ji bude mozno ngjak
odstranit a situaci tedy bude mozno zachranit. (Samotny Cantor az do konce zivota véfil, ze
jeho teorii bude mozno ngjak , opravit.) V prvnim desetileti 20. stoleti se vSak téchto antinomii
objevila cela fada; jednoznatné se tak prokéazalo, ze tato sporna tvrzeni se neobjevuji jen na
,periférii“ matematiky a netykaji se jen objektll, bez nichZ se Ize snadno obejit, ale pravé
naopak, ukazalo se, Zze obtize tkvi v podstaté véci a celateorie mnozin musi byt vybudovanana
zcelanovych zékladech. Za80 | et, které od té doby uplynuly, ovSem nebylo nalezeno vSeobecné
prijaté feSeni této situace — viz §4.

Nyni podame strucny prehled nejznaméjsich antinomii.

Nejznaméjsi je antinomie, kterou v r. 1902 objevil a v r. 1903 publikoval anglicky ma-
tematik, filozof, logik, sociolog a vefeginy Cinitel, lord Bertrand Russell. (Nezéavisle na ném
objevil tuto antinomii rovnéz Ernst Zermelo. Russellova antinomie spociva, jak jsme uvedli jiz
v kapitole I, v tom, Ze kdyZ utvofime ,,mnozinu S vSech mnozin, které ngjsou svym vlastnim
prvkem", vede ke sporu predpoklad S € Si pfedpoklad S ¢ S.

Tato antinomie byla zpopularizovana samotnym Russellem a mnoha dal8imi matematiky.
Z celéfady téchto popularnich variant uvedme alespon nasledujici:

Jisty vojin, povolanim holi€, dostal od svého velitele pfikaz, ze musi holit vSechny vojaky
Své Cety, ktefi se neholi sami a nesmi holit nikoho jiného. Tim se ovsem tento vojin ocitl
v nefesitelné situaci, nebot’ sim se ma holit prave tehdy, kdyz se sam nebude halit.

V roce 1905 uvefgnil francouzsky l&kar a matematik — a v té dobé feditel Oceanogra-
fického muzea v Monaku — Jules Richard Richardova antinomieantinomii, v niz vynikajicim
zplisobem vyuZil (nebo zneuzil?) Cantorovy diagonani metody. Nejsnaze |ze tuto antinomii
zformulovat takto: v8ech konetnych posloupnosti ¢eskych slov (nazvéme tyto posloupnosti
»Vetami“) je spocetné mnoho. Nékteré z téchto vét jednoznatné definuji ngaké realné ¢islo,
napriklad , Sest pétin“, ,ngimensi prvocislo, které je vétsi nez deset milionl apod. MnoZina T
v&ech téchto Cisdl je spocetna (nebot vaech vét je pouze spocetné mnoho). Lze tedy mnozinu
T usporadat do posloupnosti. Nyni Cantorovou diagonani metodou sestrojime Cislor ¢ T.
To podle definice mnoziny znamena, Ze Cislo r nelze definovat zadnou konenou posloupnosti
Ceskych slov. To je vsak zigimy spor stim, Ze jsme takto Cislo r praveé definovali.

Zjednoduenim Richardovy antinomie je nasledujici antinomie Berryho, kterou poprvé
publikoval Russell v r. 1906: protoZe vech Ceskych , v&t“ (ve vySe uvedeném smyslu), které
maji nejvy3e 20 slov, je pouze konetné mnoho, existuji nutné pfirozena Cisla, ktera takovou
vétou definovat nelze. Mlizeme proto vyslovit nasledujici definici:

Bud k ngjmensi pfirozenécislo, které nel ze definovat ¢eskou vétou o nejvyse dvaceti slovech.

Ctendl necht si promysli, co jsme pravé uddali: vétou o 14 slovech jsme definovali &islo,
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které nelze definovat Zadnou vétou, ktera by méla dvacet nebo méneé slov!

V literature (viz napfiklad [9]) lze najit jeSté dalSi antinomie. Uvedené ukazky vsak —
doufejme — udavaji dostatecny prehled o tom, jakého druhu byla ona tvrzeni, ktera zplsobila
3. krizi matematiky.

Pravdépodobnéje vak nyni nutné podrobngji vysvétlit, pro€ uvedené antinomie nejsou jen
zajimavymi logickymi hfickami bez hlubsiho vyznamu (jak se plivodnéfadé matematikli zdaloa
jak nanéostatnéi dnesmtize pohlizet ten, kdo k matematice pristupuje,, pseudoinzenyrsky* jako
ke snlisce vypotetnich metod), ale zavaznymi problémy, které zbouraly pracné vybudovanou
budovu moderni matematiky a zplisobily v matematice dodnes nepfekonanou krizi.

Nedlojenoto, zeseobjevilav teorii mnozin spornatvrzeni, znehodnocuijici tuto teorii. Horsi
bylo, ze — jak jsme jiz uvedli — v uvedené dobeé jiz byla teorie mnozin z&kladnou prevazné
Casti matematiky. (Je zFgimé, Ze to znamenal o, Ze teorii mnozin je nutno budto ,, opravit* nebo
najit jinou a ,lepsi* zékladnu. Co by viak mé&o a mohlo byt onou novou zakladnou? To si
prakticky nikdo nedoved pfedstavit. Vynikgjici némecky matematik David Hilbert, o némz
budeme je&té hovorit v 84, to v r. 1925 vyjadfil Casto citovanymi slovy: Nikdo nas nemiize
wyhnat z rgje, ktery pro nas vybudoval Cantor. (Opravam ,cantorovského rge* se budeme
vénovat v nasledujicim paragrafu.)

Nejzavazngjsi diisledky antinomii vak spoivaly jedté v nécem jinem. Pfipomeimesi, jaké
bylo vychodisko Cantorovy teorie. ,MnoZina" bylo jen synonymum slov souhrn, systém apod.
Tento pojem je tak samoziejmy a nazorny, ze neni nutno ho nijak definovat. (Podobné jako je
v Eukleidové geometrii zZfeimé, co je to bod nebo pfimka. Ostatné pojem ,mnozina* je jisté
intuitivné jednodussi nez napriklad pojem ,pfimka’‘.) O téchto souhrnech — mnozinach pak
Cantor b&zné uzivanymi matematickymi a logickymi metodami dokazuje tvrzeni a odvozuje
jejich vlastnosti. (Takto budované teorii se dnes fika , naivni“, respektive ,intuitivni“ teorie
mnozin.) Nebylo nejmensiho diivodu predpokladat, Ze teorie budovana timto zplisobem by
mohla byt principialné nespravng; vzdyt takto se matematika budovala od starovéku. A presto
antinomie prokazaly, ze matematiku takto bezelstné budovat nelze! Toto je nejzavazngsi di-
sledek antinomii.

A jaky je tedy ,spravny* zplisob vystavby matematiky? Pravé proto, Ze na odpovédi na
tuto otazku se matematikovée dodnes neshodli, hovorime o diisledcich vzniklé situace jako o 3.
krizi matematiky.

Tato krize pochopitelné neznamena, ze by se matematika ve 20. stoleti nevyvijela; dobre
vime, Ze je tomu pravé naopak. Tato krize samoziegimé ani nema bezprostiedni negativni di-
sledky naty matematické discipliny — atéch je samoziejmé vétSina— které pfimo nesouviseji
s vystavbou zakladli matematiky. Matematik, ktery by se véak stavél do pozice, Ze jeho prace
se toto vSechno nedotyka, by napadné pfipominal pstrosa, strkajiciho hlavu do pisku. Jeden
z velkych matematik( 20. stoleti, Hermann Weyl, jenz je pravé autorem téze o nastupu 3. krize
matematiky, tuto situaci charakterizoval v r. 1946 slovy:
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Méné neZ kdykoliv dfive jsme presvédCeni o prvotnich zakladech logiky a matematiky. Jako
vaichni a viechno v dnednim svété prozivame , krizi“ . Ta trva uz téméf padesat let. Na prvni
pohled nam neprekaZi v kazdodenni praci; mohu se v3ak pfiznat, Ze ve skuteCnosti méla silny
vliv na mou matematickou Cinnost: smérovala mé zajmy do oblasti, ktera se meé zdala relativné
» bezpeCnou” , a neustale ve mné podryvala nadSeni a odhodlani nezbytné pro kazdou védeckou

préci.

4 Vychodiskazkrize

Kdyz se vechno dari,
néco se pokaz.
PRVNi CHISHOLMUV ZAKON

Jak jsme uvedli v 83, bylo po objeveni antinomii teorie mnozin ziegjmé, Ze dosavadni styl vy-
stavby matematiky je neudrZitelny. Pristup matematiki k feSeni vzniklé situace byl samozigimé
odlisny podlejgjich filozofického i profesiona niho zaméfeni. Pfesné definovat a ohranicit jed-
notlivé mySenkové proudy je pfitom nemozné. V hrubych rysech v&ak Ize fici, ze zakladni
pristup k ¥eSeni byl dvoji: intuicionisticky a formalisticky, pficemz mezi formalistické sméry
patfi nékolik vyhranénych avelmi odlidnych skupin.

Podle intuicionistickych nazorli byla matematika v poslednich desetiletich budovana ne-
pripustnymi metodami. Neéktera logicka pravidla, zigimeé platna pro konetné systemy, jako
napriklad princip vylouceného tietiho (tertium non datur — viz vétu .15 (2)v kapitole 1.),
byla nedovolenym zplisobem pfenesena i na nekonetné systémy. Intuicionisté odmitaji aktu-
ani nekonetno, neuznavaji existencni dilkazy. Objekt, ktery nelze zkonstruovat pomoci jinych
uznanych postupll, prosté neexistuje. Je evidentni, Ze tim pfed nimi vyvstaly obrovské po-
tize. Po formélni i obsahoveé strance byli nuceni prakticky nové budovat fadu matematickych
disciplin, nebot jen mala €ast klasické matematiky pro né byla,, pfipustna“.

V posledni dobésili tendence divat se naintuicionismusjako nahistorickou kuriozitu. Pfinos
intuicionistll k rozvoji matematiky vak byl nemaly. A pfingimensim k zamy3eni by nas méla
primét skutenost, Zze mezi né patfila fada nejvéhlasngjSich matematikll poslednich generaci.
Prvni intuicionistické idegje v novodobé matematice Ize ngjit v 70. — 80. letech 19. stoleti
v dile Leopolda Kroneckera, 0 némz jiz z 82 vime, ze stél v Cele proticantorovského hnuti.
Zrod moderniho intuicionismu je vSak spojovan se jménem holandského matematika L eutzena
Egberta Jana Brouwera, ktery zakladni intuicionistické ideje zformulova ve své disertatni
praci v r. 1907. Kromé jiz zminénych H. Weyla a H. Poincarého Ize k intuicionistlim prifadit
napriklad matematiky takového kalibru, jako byli Emile Borel, Henri Leon Lebesgue & Nikolaj
Nikolgjevi¢ Luzin.

Zakladni formalistické pristupy k vystavbé teorie mnozin a zakladim matematiky jsou
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dvoji: metoda teorie typll a axiomaticka vystavba.

Zakladatelem teorie typl je jiz nékolikrat zmifiovany B. Russell. Podle jeho minéni byly
antinomie zplisobeny tim, Ze pomoci vech prvki daného systému byl opét definovan prvek
daného systemu. V teorii typll, kde jsou jednotlivé pojmy , hierarchicky“ rozvrstveny, nemlize
byt pomoci prvku jisté Urovné definovan prvek téze Grovné. Tim je samoziejmé vylouten vznik
antinomii Russellova druhu. Z praci rozvijejicich teorii typli uvedme alespoil dvé nejvyznam-
ng 3 a ngjznamgsi. Je to predeviim tzv. New Foundations amerického matematika Ormana
Willarda van Quinea poprvé publikovana v r. 1937 a dale tzv. Systém X jiného amerického
matematika Hao Wanga, poprvé Wangem popsany v roce 1954.

Teorie typll byva Easto nespravné zaméhovana s jinym fil ozoficko-matematickym smérem,
tzv. logicismem. Plivod této zamény je jednoduchy — hlavnim predstavitelem logicismu je
zakladatel teorie typli Bertrand Russell. Zformulovat hlavni tézi logicismu neni jednoduché;
vyzadovalo by to zevrubngsi rozbor vzgemného vztahu matematiky a matematické logiky.
Nepresné ji lze vyslovit asi nasledovné: vaechny specialni matematické pojmy |ze definovat
pomoci slovniku matematické logiky a k diikazlim matematickych tvrzeni neni tfeba zadnych
axioml kromeé | ogickych ani Zadnych odvozovacich pravidel krométéch, ktera jsou akceptovana
logikoul.

Faktickym zakladatelem logicismu byl némecky matematik Friedrich Ludwig Gottlob
Frege. Jakou ideou byl Frege veden? Posledni Ctvrtina 19. stoleti byla obdobim znacné Uspésné
aritmetizace matematiky. (Svédectvim o této skutecnosti je napfiklad Poincarého vyrok, ktery
jsme citovali v Gvodu 3. paragrafu nebo znamy vyrok Kroneckerliv: Cela ¢isla stvoril Biih,
v&e ostatni je dilemlidi.) Frege se pokousel aritmetiku zredukovat nalogiku. Jeho dilo zlistalo
v dobé vzniku prakticky nepochopeno. Az Russell natuto ideu navazal apokousel setotéz udé-
lat s Cantorovou teorii mnozin. Prave pii této praci prisel naonu klasickou antinomii nazvanou
jeho jménem.

Zakladnim dilem logicismu je tfidilna monografie Principia Mathematica, kterou v letech
1910 - 1913 vydal Russell spolecné s anglickym matematikem, filozofem alogikem Alfredem
Northem Whiteheadem. Logicismus mé sice znacny vliv narozvoj matematické logiky, mezi
matematiky v3ak |ogicisticka redukce matematiky na odnoz logiky nikdy nezaznamenala vétsi
ohlas.

VétSina matematikll za vychodisko z krize povazovala axiomatickou vystavbu matema-
tiky. Dnes je to ngjb&zngjsi a ngjuznavangsi zplisob budovani matematickych teorii. Axio-
matické metody jiz dokonce davno prekro€ily ramec matematiky samotné a jsou stale hojngji
uzivany i v jinych védach, ato nejen pfirodnich. Proto se o nich zminime podrobngi.
definujeme pomoci pojmt jednodusSich a nova tvrzeni odvozujeme z tvrzeni jiz dokazanych,
neni principidné mozno definovat vsechny pojmy a dokazat vsechna tvrzeni. Na jisté Grovni
je nutno zapodit; jisté tzv. , primitivni“ pojmy je nutno zavést bez definice a jista tvrzeni —
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tzv. axiomy — je nutno pokladat za pravdive bez diikazu. Zasady takové deduktivni vystavby
védy zpracoval jiz Aristotelés. Prvni — a genialni — takto zpracované matematické dilo jsou
Eukleidovy Zakiady.

Novy impuls pro rozvoj axiomatické metody dala opét geometrie. Pokusy o dikaz 5.
Eukleidova postulatu o rovnobézkach, vedouci — jak znamo — az ke vzniku neeukleidovské
geometrie, vyvolaly novy zajem o diislednou axiomatizaci geometrie. Tato prace bylazavrsena
dilem Davida Hilberta Grundlagen der Geometrie (1899), 0 né&mz se jesté pozdgji zminime.
A 20. stoleti je obdobim konjunktury axiomatického pristupu k matematice.

Je samozigimg, Ze v priibéhu doby axiomatické metody zaznamenaly znatny vnitini vyvoj.
Tento proces | ze zhruba rozdélit do tfi z&kladnich etap:

(a) tradicni axiomatika (Eukleidés);
(b) formalni axiomatika (19. stoleti);
(c) formalizovana axiomatika (20. stoleti).

V €em spocivaji hlavni rozdily mezi axiomatikami jednotlivych obdobi?

TradiCni axiomatika byla popisovana v bé&zném hovorovém jazyce. V tom ovSsem bylo
potenciané skryto nebezpe€i, Zze se v takto budované teorii objevi nepresnosti, nejasnosti
nebo dokonce zasadni obtize; zadny hovorovy jazyk neni natolik pfesny, aby se tomu dalo
zabranit. Zadruhg, pfi tradicni axiomatice nejsou presné zf ormul ovanapravidlapro odvozovani
jednéch vyrokli z druhych. Pri ,,intuitivnéjasnem® odvozovani je oviem vyloucenajednoznatna
kontrola spravnosti Gsudkdl. Jak prokazaly antinomie, byla predevsim tato okolnost zdrojem
téch nejvétsich problémul. A konetng, v klasickée axiomatice byly axiomy tvrzeni, kteranebylo
nutno dokazovat proto, Ze bylazcela, samozigima“ . Teorie bylav tomto slovasmysiu budovana
»Semanticky*.

V dal8ich dvou etapach vyvoje axiomatickych metod do3lo ve vech uvedenych bodech
k vyraznym zménam. Jiz ve 2. etapé, pfi budovani formalni axiomatiky, dochazi mimo jiné
k tomu, ze:

(a) je dan presny pocet vychozich pojmi a tvrzeni;
(b) jsou pfesné stanovena odvozovaci pravidla;

(c) systém axioml se méni v souhrn pravidel implicitné uréujicich, jak je mozno pracovat
svychozimi pojmy;

(d) proces formalni vystavby axiomatického systému je oddélovan od jeho moznych inter-
pretaci (tzv. model );

() zkouma se nezavislost, bezespornost a Uplnost systémi axiomli (jak o tom hovorime
dale) pomoci modelii daného systému.
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Veftfeti, formalizované etapé, dochazi navic k dlislednému oddéleni jazyka, v némz je dana
teorie budovana(tzv. , objektovy jazyk") od jazykauzivaného k popisu objektového jazyka (tzv.
,metajazyk*). (Rada antinomii pravé vznikla zaménou téchto dvou jazykil.) Objektovy jazyk
je pritom ,, symbolizovan®, tj. na zatatku je zadana , abeceda’ (souhrn uZzivanych symbol{l —
znakUl), jsou udanapravidla, jak tvorit, respektive poznavat spravné utvorena, slova‘ (nazyvana
»formule") a jsou dana pravidla odvozovani jednéch formuli z dalSich. Za axidmy jsou pak
prohlaSeny nékteré z formuli. Proces oddé&eni formalni vystavby teorie od jejich modelll je
takto zcela dovrSen. (V uvedeném smyslu je napfiklad geometrie vyutovana na 3kolach pouze
jednim z moznych model &1 axiomatické eukleidovské geometrie.

Podobné je tomu s teorii mnoZzin, vyucovanou dnes u nés jiz od 1. tfidy. Jiz v 1. kapitole
jsme ostatné uvedli, Ze ve Skolach se de facto uci model ZF teorie)

Jesté nez zatneme hovofit o axiomatickych teoriich mnoZin, stru¢né k uvedenym pozadav-
k&im navolbu axiomil. Ta samoziejmé neni predem jednoznacné determinovana; vol ba axioma
je do znatné miry véci libovilile toho, kdo danou teorii vytvari. Jako pfirozené se vak jevilo
pozadovat, aby zvolena soustava axiomi byla vzdy:

1. nezavida (tzn., Zze zadny z axioml nelze odvodit ze zbyvajicich; takové tvrzeni by
evidentné nebylo nutno povazovat za axiom);

2. Uplna (tzn., Ze axioml je dostatetn& mnoho k tomu, abychom mohli kazdé tvrzeni této
teorie budto dokazat nebo vyvratit — tj. dokazat jeho negaci);

3. bezesporna (chceme mit zaruceno, Ze z axiomu nelze odvodit soucasné n&jake tvrzeni i
jeho negaci; vime, Ze takoveé teorie je bezcenna).

Nyni je prirozena otazka, zda lze axiomaticky systém s uvedenymi vlastnostmi sestrojit. (Pl-
vodné o tom ovSem nenapadlo nikoho pochybovat.)

Relativné negiméné problémll plisobi nezavislost. Jeji pripadné porudeni je de facto jen
»kosmetickou vadou” dané teorie ajeji odstranéni neni obtizné. Neni-li v&ak teorie Uplng, je to
Znatné nepfijemné, nebot to znali, Ze v této teorii nutné existu;ji tvrzeni, kteranelze ani dokazat,
ani vyvrétit. (Zdao by se ovdem, Ze tuto obtiZ by méo jit odstranit jednoduSe pfidanim dalSich
axiom(.) A neni-li teorie bezesporna, je to pro ni naprosta katastrofa. Zatim vsak, co napriklad
pro eukleidovskou geometrii se podafilo Uplnost a bezespornost prokazat ve vySe uvedené
Hilbertové monografii z r. 1899, dokazat Uplnost a bezespornost budovanych axiomatickych
teorii mnozin se nikomu nepodafilo. To, ze se podafilo objasnit, zda Ize Gplnou a bezespor-
nou teorii mnozin (a dal$i teorie) sestrojit, patfi k nejvétsim Gspéchlim moderni matematiky.
Skutecnost, Ze odpoved je zaporna, byla jisté prekvapujici a neprijemna. Znadi totiz vyrazné
omezeni moznosti axiomatickych metod. Podrobngji viak budeme o této problematice hovorit
v 85.

Prvni Gsp&Snou axiomatickou teorii mnoZin bylateorie, kterou v letech 1904 - 1908 vybudo-
val jiz zminény némecky matematik Ernst Zermelo. Zakladni Zermelovaidea spocivalav tom,
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Ze nel ze predpokladat — jak to €inil Cantor — Ze kazdy souhrn objektli tvofi mnoZzinu. Pomoci
axiom{l je nutno dosahnout toho, aby mnoZzin bylo , dostatetné mnoho®, nikoliv v&ak tolik,
aby mohlo dochéazet k antinomiim. Zermelliv systém axiomll pozdgji ¢astetné modifikoval a
dal&imi axiomy doplnil izraelsky matematik Abraham A. Fraenkel. Zermelo-Fraenkel ova teo-
rie mnozin (nadale ji budeme znaCit ZF) je dnes nejrozsifengSi axiomatizovanou mnozinovou
teorii.

Skute€nost, Ze v ramci ZF nelze pracovat se véemi systémy, napfiklad se , systémem
v&ch mnozin“, , systémem vSech grup” a podobng, je vdak v mnoha ohledech nepfijemna
V roce 1925 v3ak publikoval americky matematik madarského plivodu John von Neumann
préci, v niz se mu podafilo tuto obtiz obejit. Jeho ideu vyuzil Svycarsky matematik |saak Paul
Bernays, ktery v letech 1937 - 1954 vypracoval vlastni axiomatiku teorie mnozin (presngji
FeCeno , teorie tfid*). Taje zakladem tzv. Godel-Bernaysovy teorietfid (nadale ji znalime GB),
kteravznikla syntézou axiomatiky Bernaysovy aaxiomatického systému Kurta Godel a, poprvé
publikovaného v r. 1940. (O Godelovi budeme podrobnégji hovorit v §5.)

Zatimco v ZF jsou nedefinované pojmy ,,mnozina“ a €, jsou to v GB pojmy , tfida" a €.
Nékteré axiomy ZF jsou souasnéi axiomy v GB. Proto |ze fadu mnoZinovych pojmii natfidy
prevést. (Napriklad , obvykl& mnozinové operace apod.) Tridy, které jsou prvkem néjakéjiné
tfidy, sev GB nazyvaji ,mnozinami“. , Vlastni tfidy“ jsou pak ty tfidy, které mnozinami nejsou.
L ze dokazat, ze mnoziny ve smyslu ZF jsou i mnozinami ve smyslu GB (takze GB je vlastné
,rozsifenim" ZF). Vlastni tfidou je napfiklad , tfidav3ech mnoZin“. Narozdil od mnozin nemgji
vlastni tfidy napfiklad z&dné kardinalni €islo. (Tuto problematiku jsme probirali v 1. kapitole.)

Podrobng&si rozbor role jednotlivych axiomd a prehled dalich axiomatickych systéml
nebudeme uvadét. Oboji 1ze nalézt napfiklad v jiz citované knize [5], kde je uveden i obsahly
prehled daldi literatury. Pouze o jednom axibmu se pro jeho vyjimetné postaveni zminime
podrobngji. Jak Ctendr jisté tusi, mame nyni namysli axiom vybéru. Tento axiém, jak znamo,
nam zgjistuje, ze k libovolnému systému nepréazdnych mnozin existuje mnozina, ktera ma
s kazdou z téchto mnozin jednoprvkovy prinik.

Prvni — a negativni — zminku o principu zformulovaném v tomto axiomu lze na-
[ézt v r. 1890 u znamého italského matematika Giuseppe Peana v praci Démostration de
I’integrabilité des équations differentielles ordinaires, Math. Ann. 37, 182-228. V roce 1902 se
0 tomto principu zminuje dalSi italsky matematik Beppo Levi. Intuitivné tohoto axiému uzival
i Cantor, aniz si ovsem uvédomoval, Ze uziva principu dosud v matematice, respektivev logice
neuzivaného.

V této souvidosti je zajimavajedna okolnost. Jiz v 82 jsme uvedli, jak téZzce na Cantorajiz
v r. 1884 doléhaly nelispéchy spojené s hypotézou kontinua. Cantor byl vzdy pevné pfesvédCen,
Ze kazda mohutnost je nékterym alefem, nikdy se mu vSak nepodafilo tuto skutecnost dokazat;
dnes, po vyfeSeni hypotézy kontinua, je ndm ovSem jasng, proC tomu tak bylo. Jak vsak
v jednom dopise piSe Cantorlliv Zak Felix Bernstein — ktery v r. 1897 jako prvni dokéazal
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Zznamou Vétu o ekvivalenci dvou mnozin, po ném pojmenovanou (vétalll. 2.1.) — pokouddl se
nékdy v r. 1901 spolecné s Cantorem sestrojit bijekci mezi kontinuem amnozinou Z (Ro), ktera
ma mohutnost R;. Pfitom v&ak narazili na nepfekonatel né tézkosti, které praveé Levi navrhoval
odstranit pomoci uvedeného principul.

Axiém vybéru poprvé explicitné zformuloval E. Zermelov r. 1904 v praci Beweis, dassjede
Menge wohlgeordnet werden kann, Math. Ann. 59, 514-516, kde ho uzil, jak to ostatné nazev
prace uvadi, k diikazu tvrzeni, Ze kazdou mnozinu Ize dobre usporadat. (Tomuto tvrzeni se
dnes béznéfika Zermelovavéta, axiom vybéru pak byva casto nazyvan Zermel ovym axibmem.)
Rada matematikl vznasela proti axiomu vybéru od poatku getné vyhrady. (Samozigjmg, ze
vzhledem ke své nekonstruktivnosti byl zcela nepfijatelny pfedevdim pro intuicionisty.)

Tyto vyhrady se je&té zostfily poté, co Felix Hausdorff pomoci axiomu vybéru dokéazal
tvrzeni o paradoxnim rozdéeni koule; odvodil totiz, Ze jeji polovina je kongruentni s jei
tfetinou. (DUkaz tohoto tvrzeni je uveden v knize[8], kteraje prvni monografii vénovanou teorii
mnoZzin. Tato kniha mé&a nesmirny vliv na fadu matematik{l a na vyvoj téch matematickych
disciplin, které jsou nateorii mnozin zalozené.)

Pozdgji dokazali dalSi autori, predeviim polsti matematici Stefan Banach a Alfred Tarski i
jiné paradoxni diisledky axiomu vybéru. Jak se vsak zahy prokazalo, zamitnuti tohoto axiomu
by na druhé strangé zplisobilo neskonalé problémy, nebot fadu ,b&znych® tvrzeni v rtiznych
matematickych teoriich nelze bez jeho uZiti prokazat. Poté, co A. Fraenkel v r. 1922 dokéazal
nezavislost axiomu vybéru na ostatnich axiomech v béznych teoriich mnozin a K. Godel
v r. 1938 odvadil jeho bezespornost, se situace viceméneé ustalila ve stavu, ktery trva dodnes.
Axiému vybéru sice uZivame, ae jen tehdy, kdyZ je to nezbytné a jeho uZiti je vétSinou
zdlraznéno.

Jak pFivrzenci axiomatické vystavby matematiky, tak matematici priklangjici se k teorii
typll, samozigimeé citili nutnost dokazat, Ze jimi budované teorie jsou bezesporné. Klasické
metody, pouZzitel né jesté napriklad pro dilkaz bezespornosti eukleidovské, respektive neeuklei-
dovské geometrie, viak nebyly pro discipliny operujici s aktualnim nekoneGnem pouzitelné.
Bylo proto nutné vypracovat k témto G¢elim metodu novou. Nejsystemati¢téji setimto Gkolem
zabyval jiz nékolikrat zmifiovany David Hilbert, autor navrhu dnes vSeobecné nazyvaného
hilbertovsky program.

Prvni nastin tohoto programu podal Hilbert jiz v r. 1904, aniz by se jim vSak déle zabyval.
AZ v roce 1917, kdy reagova na neustalé vypady intuicionistll, se k této problematice vréatil a
zabyval se i pak prakticky do své smrti. ZvIasté intenzivné se na tomto programu pracovalo
v letech 1920 - 1930, kdy s Hilbertem spolupracovala cela fada mladych matematik{; kromé
jiz zminénych Bernayse a von Neumanna to byli predevdim Wilhelm Ackermann a Jacques
Herbrand.

Strucné popisme, jakabylaHilbertovaidea. Vychazel z toho, zeje nutno dokazat, ze uzivané
matematické dilkazové metody jsou dostatecné silné k tomu, aby jimi bylo mozno vybudovat
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celou klasickou matematiku vCetné teorie mnozin, vychazejici pfitom z vhodné zvolenych
axioml, soucasné vsak nejsou natolik silng, aby jejich aplikaci bylo mozno dojit k antinomiim.
(Jak vidét, Hilbert byl skalopevné presvédcen o spravnosti zakladl klasické matematiky.) Cely
tento program mél byt realizovan ve dvou etapach.

V prvni etapé méla byt matematika, pfedevSim pak aritmetika, analyza a teorie mnozin,
piné formalizovana. Tato formalizace by spoCivala v tom, Ze vSechna pravdiva tvrzeni, prede-
v&im samozi'ejmé axiomy, by byla prevedena na posloupnosti symbolti zbavenych jakéhokoliv
obsahu. Stémito posloupnostmi by se pracoval o pomoci jistého poctu pfesné definovanych od-
vozovacich pravidel. Takto — ryze syntakticky — by byla vybudovana klasicka matematika,
priCemz by k této praci nebylo zapotiebi prakticky zadné , intuice”; povolené transformace
posloupnosti by vzhledem k finitnosti vech procesii mohl teoreticky provadét i stroj.

Ve druhé etapé mélo byt dokazano, Ze vyse uvedenym zplisobem nelze nikdy dojit ke
spornému tvrzeni, napfiklad k formuli , 1 = 2*. Pouzité metody pfitom musi byt natolik jedno-
duchg, aby o jgjich spravnosti nebylo nejmensich pochyb. Zakladnim pozadavkem samoziejmé
byla finitnost. (Tuto €ast, v niz méla byt dokézana bezespornost matematiky, nazval Hilbert
metamatematikou.)

Na uvedeném programu vykonal Hilbert se svymi zaky obrovsky kus prace. V dobg, kdy
sejiz zdalo, Ze cely program by mohl byt zdarné ukoncen, vsak vysledky A. Tarského, Alonza
Churche a pfedevSim K. Godela prokazaly, ze hilbertovsky program je nerealizovatelny. Jak
uvidime v dal&im paragrafu, plyne z Godelovych vysledkill nereaizovatelnost 1. i 2. etapy.
Hilbert, ktery byl jeSté po objeveni antinomii v Cantorové teorii mnozin tak pevné presvédcen
o spravnosti zakladll matematiky, Ze prohlasil: PFedpokiad existence objektivnich rozport ve
vng Sim svété j e klasickym pripadem nesmyslu, nesl velmi tézce toto zhrouceni svych ideji. Ne-
dlouho pfed svou smrti prohlasil: Kde mame hledat nadgji a jistotu, kdyz dokonce matematické
my3leni selhalo.

Dnessi sice nemyslime, Ze selhalo matematické mySleni, avsak vyrovnat se s Godelovymi
vysledky znamenal o podstatné revidovat predstavy o moznostech formalni vystavby matema-
tiky — angjen matematiky.

5 Godelovy vysledky

Z&konité musi jednou nastat

ta ngihor&i mozna situace.

DRUHY SopDUV ZAKON

Kurt Godel, jeden z nejvétsSich matematikl a logikti moderni éry, se narodil v r. 1906 v Brng,

kde absolvoval stfedni Skolu. Studoval nauniverzitéve Vidni, kde promoval v r. 1930. V r. 1940
emigroval do USA aaz do svesmrti v r. 1978 plisobil v Princetonu (coz bylo mimo jiné plisobisté
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A. Einsteina). Dostalo se mu fady poct a uznani; jmenujme za vSechny aespor Einsteinovu
cenu zarok 1951, coz je nejvySSi americké ocenéni vedecké prace. Svymi vysedky ovlivnil
tval moderni matematiky jako méaokdo jiny.

V posledni dobé se stalo jistou mbédou citovat Godelovy vysedky, zejména prosiulou vétu
0 nedplnosti z r. 1931 ([9]) i mimo matematiku (V&tSinou samoziejmé nepresné nebo zcela
prekrouceng). V zhledem k mimoradné zavaznosti této véty se o ni zminime podrobngji. (Mohli
bychom samoziejmé uvést plivodni Godelovu praci, ale étena bez hlubsi logicke pripravy by
pravdépodobné mé sjejim studiem nepfekonatel né potiZe. V dal8im se proto pokusime al espori
popsat ideu diikazu, mimochodem genialni a elegantni.)

Predpokladejme, ze zkoumame né&akou axiomatickou teorii 7~ zahrnujici aritmetiku (tj.
axiomy aritmetiky jsou tvrzenimi v 7). Vime, Ze takovou teorii je napfiklad teorie mnozin.

Jak dobfevime z kapitoly |, vystavbatakové formalizované teorie zaina zadanim abecedy.
Oznafme abecedu teorie symbolem A. Vzhledem k tomu, ze A je konetna nebo spocetna
mnozina(coz jisté miizeme bez Ujmy naobecnosti predpokladat), existujejisté prosté zobrazeni
mnoziny A do mnoziny N vSech pfirozenych €isel. Definujme specialné toto zobrazeni tak, ze
pro kazdé o € Ajeg(a) prvoCislo eventudné Cislo 1.

Necht je napfiklad toto zobrazeni definovano takto:

a: V A => & - () ¥V I = € X Y Zz
gw): 1 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41

Vime, Ze ,dovo“ nad danou abecedou je konetna posloupnost prvktl mnoziny A. Protoze je A
nejvySe spotetna mnozina (a samoziejmé neprazdnd), je mnozina S vsech slov nad A spocetna
Existuje tedy prosté zobrazeni h S — N. Sestrojeni této injekce nazyvame ,, godelizaci* dané
mnoziny slov.

Abychom ze znalogti Cislah(g) — tzv. ,malého Godelova €isla® slova ¢ — mohli snadno
Zjistit ovo ¢, zadame zobrazeni h takto:

h(aias . .. an) = 280039@2) | pden). kde p, jen-té prvotisio.

Tak napriklad malé Godelovo Eisloslova X € Y je 2%132°5%7; obraceng, protoze 9000 = 233258,
je 9000 malé Godelovo Cislo lova= A =.

Oznatime-li G mnozinu vsech malych Godelovych Cisel, je zZfefmé G vlastni podmnoZinou
v N. | kdyz je vé&tSina téchto Cisel nesmirné velika, 1ze pro kazdé prirozené ¢islo rozhodnout,
zdaplati x € G nebo x ¢ G. Pro dané pfirozené ¢islo x jetedy ,x € G* aritmetické tvrzeni.

Vimevsak, ze v teorii 7 se nepracuje se vsemi dovy, alejen stzv. ,,formulemi“, coz jsou
slova utvorena podle zadanych pravidel. Napfiklad X € Y jeformulev teorii mnozin, = A =
samozigimeé formule neni. OznaCime-li F mnozinu vsech formuli, je F vlastni podmnoZzina
mnoziny S.

MnozinavSech konecnych posloupnosti formuli je spoCetna, protoze F jenejvySe spocetna.
Neékteré z téchto posoupnosti — vytvorené podle presné stanovenych pravidel — se nazyvaji
,dUkazy“ . Oznatme D mnozinu vSech diikazU.
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Je-li 1, @0, . . ., pn diikaz, Fikame, Ze je to dlkaz formule ¢, a o formuli ¢, fikame, Ze je
dokazatelna. (Dokazatelné formule jsou tedy posledni formule v diikazech.)

Jeziejme, Ze dokazatel naformule miize mit i vice diikaz(i (i kdyZ nal ezeni al espoi nékterého
z nich mUize byt nesmirné obtizné.) Je-li ¢ libovolna formule, je véak ziegjmé pravdivée pravé
jedno z nasledujicich dvou tvrzeni: ,¢ je dokazatelnd', respektive ,¢ neni dokazateln&'.
(Samoziejmé pritom nemusime vedét, které z téchto tvrzeni je pravdivé.)

Je-li @1, @0, . .., @n dlkaz, nazveme jeho , velkym Godelovym Gislem* Cislo

2h(<p1)3h(s02) . p;\((ﬂn).

Oznatme H mnozinu v&ech velkych Godel ovych Cisel. Podobné jako u mnoziny G je zfgimg,
Ze H je vlastni podmnoZinav N atvrzeni ,x € H" je pro dané pfirozené Cislo x aritmetické
tvrzeni.

Jeli y € H velké Godelovo ¢islo diikazu formule ¢, jejiz malé Godelovo €islo g(g) je
Cido x € G, fekneme, Zze, y makonec x“. Je zZiggme, ze

» Y makonec x“

je aritmetické tvrzeni atudiz ho | ze zapsat néjakou formuli v teorii 7. Pfitom si uvédomme, Ze
prodanéciso x € G jetvrzeni, 3y € H y makonec x“ pravdivé pravé tehdy, kdyz je formule
s malym Godelovym ¢islem x dokazatelna

Procesem popsané ,, godelizace" danéteorie 7 jsme tedy dosahli toho, Ze tvrzeni o dokaza-
telnosti formule v teorii 7 jsme prevedli napravdivost, respektive nepravdivost aritmetického
tvrzeni ,3y € H y makonec h(g)“.

Bud nyni x € G libovolné. Vime, Ze je budto pravdivé tvrzeni ,Formule s malym Go-
delovym Cislem x je dokazateln&d“ nebo tvrzeni ,, Formule s malym Godelovym Cisem x neni
dokazatelna*.

Je-li napriklad

h (QD) — 211 331 529 737 1113 133 1711 1937 2329 29313113 ,

je formule
(XeY)= (Y eX);

protoze tato formule evidentné nemlize byt v ,,rozumné” teorii mnozin dokazatelna, je aritme-
tické tvrzeni ,3y € H y makonec h(p)“ v tomto pfipadé nepravdivé.

K. Godel nyni dokézal nasledujici pozoruhodnou skutecnost: existuje €islo k € G, které ma
nasledujici vlastnost. Utvofime-li formuli ¢ odpovidajici tvrzeni ,, Formule smalym Godel ovym
Cislem k neni dokazatelna*, tj. formuli popisujici aritmetické tvrzeni

,—(3y € H y makonec k)“ ,
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pak plati h(p) = k (tj. malé Godelovo Cislo takto zkonstruované formule je prave ono €islo k).

Nyni dokézeme, Ze v teorii 7, pokud je bezesporna— atakoveé teorie samoziejmé chceme
budovat — neni dokazatelna ani formule ¢ ani jgji negace —g.

(1) Pripustme, ze formule ¢ je dokazatelna. To vSak znamena, ze formuli , jejiz malé
Godelovo Cislo je k, nelze dokézat. Touto formuli je vSak pravé formule ¢. ObdrZeli jsme tedy
spor.

(2) Pripustme, ze Ize dokazat formuli —¢. To vSak znamena, Ze | ze dokéazat skutecnost, ze
formule s malym Godelovym Cislem k, coZ je praveé ¢, je dokazatelna. Opét jsme tedy obdrzeli
spor.

Je-li tedy 7 bezesporng, musi byt formule ¢ v 7 ,, nerozhodnuteln&"; nelze dokazat ani ¢ ani

Odvodili jsme takto pravé Godelovu vétu o neliplnosti:

Je-li dana libovolna bezesporna teorie obsahujici aritmetiku, pak v této teorii existuje
nerozhodnutel né tvrzeni.

Na dovrSeni podivnosti tohoto vysledku si navic uvédomme, Ze vySe zkonstruovana ne-
rozhodnutelna formule ¢ je zjevné pravdival Uvedli jsme totiZ pfed chvili, Ze kazdé tvrzeni
o dokazatelnosti ngjaké formule v 7 je nutné pravdivé nebo nepravdivé. Protoze predpoklad,
Ze ¢ je nepravdivaformule vede okamZité ke sporu, je ¢ — i kdyZ je nerozhodnutelnda— nutné
pravdiva

Jakéjsou diisledky véty o neliplnosti? Protoze v kazdeé ,, dostatetné bohaté* teorii pri jakéko-
liv volbé axiom, pokud je jen tato volba bezesporna, existuji nutné nerozhodnutel natvrzeni (a
situaci nelze spravit pridanim dalSich axiomil!), je neuskutetnitelnajiz 1. etapa hilbertovského
programu. Z Zadného systému axiomdl, pokud je bezesporny, nelze uvazovanymi metodami od-
vodit ,celou” matematiku. (Prvnim konkrétnim prikladem v teorii mnoZin nerozhodnutelného
tvrzeni se stala hypotéza kontinua; jak jsme uvedli jiz v poznamce I11.6.23, jgji nerozhodnutel -
nost v ZF dokéazal v r. 1963 Paul Cohen, nezavisle na ném dokéazal totéz v GB v r. 1964 Petr
Vopénka.)

Z Godelovych vysledki viak plyne nerealizovatelnost i 2. etapy hilbertovského programu.
Z véty o nelplnosti |ze totiz snadno odvodit, Ze v teorii s vi/Se uvedenymi viastnostmi nikdy
neni mozno dokazat formuli tvrdici bezespornost této teorie.

Co odtud plyne pro axiomatické teorie mnozin (nebo pro axiomatizaci samotné aritmetiky)?

Tyto teorie byly budovany proto, Zze antinomie prokazaly neudrzitelnost cantorovského
intuitivniho® pristupu. Jsou tedy axiomatické teorie bezesporngé? Mlizeme si byt jisti, ze
v nich nejsou na ngjaké jiné Urovni také ngake antinomie? V to miizeme jen doufat. Jak
odvodil K. Godel, dokazat to nemlizeme. Mlizeme odvodit jen relativni tvrzeni typu ,, Je-li GB
bezesporng, je i ZF bezespornd' a podobné. Je vsak GB bezesporna? Otazka se vraci jako
bumerang; v ramci GB to nelze dokazat. Jen v ramci ngake jing, , bohatsi“ teorie by bylo
moZzno eventuelné dokézat, . . . atd.
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Ze to neni prilis optimisticke? Alespoii si uvédomime, Ze redlny svét je nesrovnatelng

vvvvvv

— prinasi tolik starosti i potéseni.)



