6. Fermatova prvocisla

PIERRE _FERMAT [1601 -- 1665) byl jednim z matematickych géniti
17.stoleti. Cely zivot prozil v jihofrancouzském Toulouse a jeho nejbliz§im
okoli, nikdy dokonce ani nenavstivil Pafiz, ackoliv si s tamé&jsi védeckou
komunitou dopisoval. Nebyl dokonce ani povolanim matematik, téch ostatné
bylo v té dobé nemnoho. Nevime ani, zda jeho nejblizsi okoli za jeho Zivota
tusilo, Ze jedna ze zalib ctithodného soudniho rady, pana P. de Fermat, jak byl
nékdy téz titulovan, ho zatadi mezi nejvyznamnéjs§i svétové matematiky vSech
dob. S nejvétsi pravdépodobnosti spiSe ocenovalo jeho vynikajici klasické
vzdélani, dokonalou znalost latiny, fectiny, italStiny a SpanélStiny; tyto jazyky
znal natolik dobte, Zze v nich psal i verSe a na preklady z feCtiny byl
vyhlaSenym expertem.

Rekapitulujeme-li jeho matematické vysledky, musime se zminit o tom, Ze
dosahl vyznamnych vysledkii v matematické analyze, jimiZ ptipravoval padu k
zalozeni infinitesimalniho poctu o néckolik desetileti pozdéji; Ze spolecné s
DESCARTEM |polozil zaklady analytické geometrie a e je povazovin za
zakladatele teorie Cisel. Fermatova intuice a jasnoziivost byla opravdu
mimoradna. (Jednim z nejznaméjSich dokladi je tzv. Velka Fermatova véta, t].
tvrzeni, ze rovnice X" + y" = z' nema pro n > 2 netrivialni celoCiselné feSeni.
Dtikaz této véty byl po staletich marného snazeni proveden az v r. 1995.
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O to zajimavéjsi je nésledujici ptipad, v némz se Fermat spletl a to naprosto
zasadné. Jak k tomu doslo?

Fermat studoval dokonala cisla. Jak jiz vime, souviseji tato Ccisla
bezprostfedné s Mersennovymi prvodisly, tj. prvoéisly tvaru 2" - 1. Neni tedy
piekvapujici, Ze si polozil otazku, kdy jsou prvocisly ¢isla podobného tvaru:
2"+ 1. Fermat vyslovil, Ze ¢isla tvaru

F =2 +1

jsouprom=0, 1, 2, ...prvocisla.

Jak na tuto hypotézu Fermat ptiSel? Plati nasledujici evidentni tvrzeni, které
Fermat bezesporu znal (nebo si je odvodil):

Je-li p prirozené a q>1 liche, plati

PI4] = (2p+1)(2p(q4) _ 2P(Q-2)_|_ ) 1) .

Odtud okamzité plyne, ze ¢islo tvaru 2" + 1 mize byt pro n > 1 prvoéislem
pouze tehdy, kdyz exponent n nema lichého prvodinitele, tj. je tvaru 2™. Fermat
navic spocital pét prvnich Cisel Fy:

Fo=3, F, =5 F,=17, F3=257, F,=65537

a zjistil, Ze jsou to vesmé&s prvocisla. Formulace vySe uvedené hypotézy se tedy
zda naprosto logicka.

Fermat sam nékolikrat ve své korespondenci uvedl, ze obecny dikaz této
hypotézy se mu sice nepodaiilo nalézt, vénoval vSak problematice tolik usili a
provedl tolik namahavych vypoctl,, Ze je o pravdivosti této hypotézy zcela
piesvédcen. (Poznamenejme, Ze Fermat své vysledky -- az na Cestné vyjimky --
nepublikoval a zachovaly se jen v jeho Cetné korespondenci nebo jako vpisky do
literatury, kterou studoval. Za zachovéani vétSiny vysledkli tak vdécime
Fermatovu synovi Samuelovi, rovnéz soudnimu radovi v Toulouse, ktery se po
otcove smrti vydani jeho dila intenzivné vénoval.)

Fermat tedy zemfel v domnéni, Ze jeho hypotéza je pravdiva, ze vSechna
Cisla F, jsou prvocisla. Dalsi vyvoj byl zajimavy a v mnoha ohledech poucny.

Fermatovo dilo, alespoii v oblasti teorie Cisel, upadalo po jeho smrti v
zapomnéni; ziejmée piredbéhl dobu a matematika nebyla na rozvoj této discipliny
piipravena. AZ o necelé stoleti pozdé€ji se o definitivni zrod teorie ¢isel zaslouzil
nejvétsi matematik 18. stoleti, LEONHARD EULER. |Ten fadu Fermatovych
vysledkt znovuobjevil, v mnohém na Fermata navazal a jako prvni zasahl do
historie Fermatovych Cisel F,,, kdyZ v r. 1832 dokazal, ze Cislo Fs je sloZené!
Nalezl totiz faktorizaci

Fs=2°%+1=4294967297 =641 x 6 700 417 .
$$
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Tim byla samoziejmé¢ Fermatova hypotéza vyvracena, nebylo vSak ani
zdaleka jasné, jak je to s dalSimi ¢isly F,,. (V dalSim budeme Fermatovym
prvocislem rozumét Cislo F,,, které je prvocislem.)

Carl Friedrich Gauss

Zajem o Fermatova prvocisla vyrazné vzrostl koncem 18. stoleti, kdy
némecky matematik ARL FRIEDRICH GAUSS| (1777 -- 1855) odvodil nasledujici
piekvapujici souvislost Fermatovych prvocisel s pravidelnymi mnohothelniky:

Pravidelny mnohouhelnik je eukleidovsky konstruovatelny prave tehdy,
kdyz pocet jeho vrcholii je roven cislu

n:2k®1 b, Ll..Dp,
kde p;, ps, ..., psjsou navzajem ruzna Fermatova prvocisia.

Odtud okamzit€¢ vyplyva, ze pravidelné¢ n-uhelniky jsou eukleidovsky
konstruovatelné naptiklad pro n = 3, 4, 5, 6, 8§, 10, 12, 15, 16, 17,... a nejsou
eukleidovsky konstruovatelné napiiklad pron=7,9, 11, 13, 14,....

Protoze Fermatovych prvocisel bylo v onu chvili zndmo pouze 5 (a jak
uvidime, tento pocet se dodnes nezvysil), bylo podle Gausse moZzno dokazat
existenci eukleidovské konstrukce pouze pro 2° - 1 = 31 pravidelnych
mnohothelniki s lichym poc¢tem vrcholi.
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Dalsi krok v poznavani Fermatovych Cisel se podafilo ud€lat az za 150 let
po Eulerovi, v roce 1880, kdy F. LANDRY dokdazal, ze F¢ je soufinem dvou
prvocisel:

Fe=2%+1=274 147 x 67 280 421 310 721.
Ani dalsi ¢islo tedy nespliiovalo Fermatovu ptfedpovéd’!

A vyvoj byl i nadale k Fermatové hypotéze netprosny. V .1897 dokazal
FELIX KLEIN {1849 -- 1925), ze ¢&islo F; je slozené, nenalel vSak zadného
délitele. V roce 1909 dokazali analogicky vysledek pro ¢islo Fg J.C.
MOREHEARD a A. E. WESTERN.

Faktorizaci Cisla F; se podaftilo nalézt az v r. 1970:

F;=(2° x 116 503 103 764 643+1) x (2°x 1 141 971 095 088 142 685+1),
jednoho d¢litele Cisla Fg nalezli BRENT a POLLARD aZ v roce 1981; je jim ¢islo
1 238 926 361 552 897.

Abychom mohli docenit jak obtizné bylo uvedené vysledky ziskat, staci si
uvédomit, jak rychle posloupnost Fermatovych cisel roste.

Podivejme se, jak bychom zjistovali ,standardnimi® metodami, zda je
naptiklad F,, prvocislo. Vime, ze k tomu je staci délit vSemi prvocisly, ktera
nepievysuji ¢islo /F, . Jak dlouho bychom tedy provétovali naptiklad ¢islo Fg?

Cela cast cisla \/F, ma 39 cifer, takze lze vcelku snadno odvodit, Ze pied
nim je cca

10°* 10%
380n10

prvodisel. Vzhledem k tomu, Ze rok ma cca 3.2 x 10’ sekund, potiebovali
bychom pii miliardé déleni za sekundu k provedeni potfebnych vypocti
piiblizn& 3 x 10" let. Jen pro porovnani: stafi vesmiru odhadujeme na cca 15 x
107 let.

Pokusme se -- pod dojmem praveé uvedenych odhadt — alespoii predstavit,
jakymi metodami mohl polsky matematik WACLAW SIERPINSKI (1882 -- 1969) v
roce 1962, bez vyuziti vypocetni techniky, dokazat, ze ¢islo F,945 neni prvocislo.
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Dekadicky zapis tohoto Cisla zcela jist€¢ nikdy nikdo nenapiSe, protoze pocet
jeho &islic je 10°%.

Jesté neuvetitelngsi je fakt, ze v r. 1983 W. KELLER odvodil, Ze ¢islo
Fa3 471 je délitelné &islem 5 x 27 *” + 1. Toto Fermatovo ¢&islo mé vice nez 107 °%
cifer. Pozor: velikost posledniho ¢&isla si nesmime plést s ¢islem 107 *. Toto
¢islo ma ,,jen” 7001 cifer.)

Nyni jiZ miZzeme uzavfit historii probirané Fermatovy hypotézy. Zda se, Ze
Fermat se v tomto piipad¢ mylil naprosto fatdln¢. VSechna dosud prozkoumana
Fermatova cisla, kromé prvnich péti, jsou sloZzena. Dodnes sice neni dokazano,
ze zadné dalsi Fermatovo prvocislo neexistuje, mnoh¢ vSak tomu nasvédcuje.

Témér Sokujici je pfitom skutecnost, Ze teoreticky se Fermat vlastné¢ viibec
nemél splést. Z vysledki, které sam odvodil a dokazal, totiz plynulo, ze Cislo
Fs, které posléze rozlozil Euler, mize mit prvociselné délitele pouze tvaru
64n+1 a cCislo 641, o némz Fermat bezpochyby i1 zpaméti védé€l, Ze je
prvocislem, je opravdu délitelem. Zda se témét neuvéfitelné, Ze tento fakt
Fermat, ktery byl v praktickych vypoctech mimofadné zbehly a i mnohem vétsi
Cisla faktorizoval prakticky obratem, mohl ptfehlédnout. A pfitom, jak jsme jiz
uvedli, sam napsal, Ze vypo¢tim v tomto sméru vénoval mnoho usili! Jediné
vysvétleni je, Ze se prosté pii pokusu o faktorizaci €isla Fs spletl a svilj vypocet
1z nikdy neprovétoval.

Kdyby této Fermatovy pravdépodobné chyby nebylo, nikdy by
nezformuloval onu hypotézu. Vyvoj teorie ¢isel by mozna v nékterych ohledech
byl jiny. Ona osudna chyba vSak rozhodné nesnizuje Fermatovu genialitu a
mozna paradoxné piispéla k mnoha zajimavym objeviim v této oblasti.



