2. Jak jsou prvocisla rozmisténa v N?

Vratme se nyni k tvahdm o mnozing vSech prvocisel, ktera -- jak jsme si
jiz ptipomenuli -- je rovnéZ nekone¢na. Za kazdym piirozenym ¢islem tedy
nasleduje nekone¢né mnoho prvocisel. Jak vSak jsou prvocisla v mnozin€é N
rozmisténa?
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Neékteré hypotézy je obtizné byt jen zformulovat. Na ukazku uvddime
zajimavost, kterou odhalil americky matematik polského ptvodu S
MARCIN ULAM|(1909 -- 1984) pfi feSeni uloh na Sachovnici. KdyZ zaéneme do
poli (nekoneén€) Sachovnice zapisovat postupné ,,do spirdly* pfirozend ¢isla,
zaCnou se prvocisla zajimavym zplsobem skladat do rGzné dlouhych
,uhlopticek vytvateného schématu. Prohlédneme-li si na hoiejSim obrazku
uvedeny zacatek této ,,Ulamovy spirdly* (prvocisla jsou zvyraznéna), je ziejmé,
ze prvoclisla zde nejsou rozloZena nahodile. Né&jakd zakonitost vSak zatim
popsana neni.

Vratme se vSak k nékterym klasick‘%Zajimavou hypotézu
vyslovili nezavisle na sob¢ v roce 1783 LE (1707 -- 1783) a v r.

1785 ADRIAN-MARIE LEGENDRE (|1752 -- 1833):

<
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Jsou-li a,b libovolna prirozena nesoudelna cisla, obsahuje aritmeticka
posloupnost a, a+b, a+2b, ..., a+tnb, ...nekonecné mnoho prvocisel.

LEGENDRE tuto hypotézu dokézal v r. 1808, pozdéji se vSak ukazalo, Ze

ieho ditkaz byl chybny. Pfesny dikaz podal az vroce 1837 PETER GUSTAV

LEJEUNE DIRICHLET | (1805 -- 1859). Polozme si v této souvislosti opacny ukol:
chceme najit isek aritmetické posloupnosti tvotfeny vyhradné prvocisly. Prvni tfi
nasledujici ptiklady 1ze nalézt veelku snadno:


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Ulam.html
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Podstatné¢ komplikované€jsi je vSak nalezeni delSich useka aritmetickych
posloupnosti. Nejdelsi dodnes znamy ptiklad je tvofen 18 prvocisly:

107 928 278 317 +k . 9 922 782 870, k=0,1,2, ..., 17.

Jen pro ilustraci vysledkd, které bylo moZno zjistit jen s nasazenim
vykonné vypocetni techniky, uved’'me jest¢ jeden vysledek o aritmetickych
posloupnostech ptirozenych ¢isel. Kdyz si prohlédneme uvedené aritmetické
posloupnosti, vidime, ze -- aZz na prvni velmi jednoduchy piiklad -- jsou sice
uvedené¢ useky aritmetickych posloupnosti tvofeny prvocisly, avSak tato
prvocisla nenasleduji bezprostiedné po sob¢; néktera jsou jednoduse vynechéana
(naptiklad ve druhé jsou vynechéana prvocisla 7, 13 a 19. Nabizi se tedy otdzka,
jaka je nejdelsi znama aritmeticka posloupnost po sobé jdoucich prvocisel?

HARVEY DUBNER a HARRY NELSON nalezli 29. 8. 1995 takovou
posloupnost tvofenou 7 prvocisly:

1 089 533 431 247 059 310 875 780 378 922 957 732 908 036 492 993 138
195 385 213 105 561 742 150 447 308 967 213 141 717 486 151 +k . 210,
k=0,1,...,6.

Dne 7. 11. 1997 byla nalezena posloupnost osmi takovych Cisel a v r. 1998
nalezl MANFRED TOPLIC z Klagenfurtu v Rakousku dokonce posloupnost 0 9 a
posléze 1 10 Clenech. Nejdelsi dnes zndma aritmetickd posloupnost po sobé¢
jdoucich prvocisel je tedy tvotena Cisly

100 996 972 469 714 247 637 786 655 587 969 840 329 509 324 689 190
041 803 603 417 758 904 341 703 348 882 159 067 729 719 + k x 210,
k=0,1,...,09.

Snad jesté zajimavéjsi je vSak problém, jak dlouhy mize byt v N usek bez
prvocisel? Pii pozorné prohlidce tabulky prvocisel bychom takovou ,,pauzu‘
naptiklad mohli nalézt mezi Cisly 1671 800 a 1671 900. Existuji vSak v
mnozing prvocisel mezery podstatné delsi?

Do znaéné miry je piekvapujici zjisténi, Ze v mnoZin€ pfirozenych ¢isel
existuji bez prvocisel libovolné dlouhé tseky.

Diikaz tohoto piekvapujiciho zjiSténi je navic zcela banalni. Zvolime-li
totiz libovolné pfirozené n , nelezi v Gseku

(n+D)! +2, (n+ 1! +3,..(n+1)! +n+ 1



zcela jist¢ zadné prvocislo, protoze <¢&islo (nt+1)!+2  je délitelné 2, Eislo
(n+1)!+3  je délitelné 3 atd. (Pfipomenime si v této souvislosti, jak obrovska
mohou byt pfirozena Cisla a znovu si uvédomme, Ze jakkoliv velké piirozené
Cislo zvolime, existuje v N usek této délky bez prvocisel, ackoliv je jich
nekonecné mnoho!)



