1897 1. mezinarodni matematicky kongres Curych

6. 8. —12. 8. 1900 2. kongres Patiz (226 Ucastniki — 90 Fran-
cie, 25 Némecko, 17 USA, 15 Itélie atd.)

Predseda H. Poincaré (1854 — 1912), ¢estny predseda Ch.
Hermite (1822 — 1901).

6 sekeci:

1. Aritmetika a algebra (predseda D. Hilbert (1862 — 1943),
tajemnik E. Cartan (1869 — 1951))

2. Analyza (Paul Painlévé (1863 — 1933), J. Hadamard
(1865 — 1963))

3. Geometrie (J. Darboux (1842 — 1917))

4. Mechanika a matematicka fyzika

S. Historie matematiky

6. Vyuka a metodologie matematiky

8. 8. 1900 Hilbertova prednaska Matematické problémy

»e-.S1la badatele se uplatiuje pri reSeni problémii:
nachazi nové metody, nova hlediska, objevuje Sirsi a svo-
bodnéjsi horizonty.

... Zminme se jeSté kratce o tom, které jsou vSeobecné po-
Zadavky, které je pravem treba klast na reSeni jakéhokoliv
matematického problému. PredevSim mam na mysli poza-
davek, abychom se mohli presvédcit o spravnosti odpovédi
konecnym poctem logickych zavéri, a to na zakladé ko-
necného poctu predpokladi, které vyplyvaji z podstaty
ulohy a musi byt v kazdém pripadé presné formulovany.
... pozadavek presnosti, ktery se v matematice stal uz pri-



slove¢nym, odpovida obecné filozofické potiebé naseho ro-
zumu.

... Tato podivuhodna skutecnost (spolu s jinymi filozofic-
kymi duvody) nas vede k presvédceni, které urcité sdili
kazdy matematik — které vSak nicméné az dosud nikdo ne-
potvrdil diukazem — k presvédéeni o tom, Ze kazdy mate-
maticky problém je moZno tak ¢i onak rozhodnout; bud’to
v tom smyslu, Ze bude ukaziana nemoZzZnost rozreSeni pro-
blému a spolu s tim dokazana nutnost nezdaru vSech po-
kust o jeho FeSeni.

... Toto presvédceni o rozhodnutelnosti kazdého matema-
tického problému je pro nas silnou pobidkou v pribéhu
nasi prace; slySime v sobé neustalé volani: Zde je problém,
hledej reSeni. MuZeS ho najit pomoci ¢istého mysleni, pro-
toZe v matematice neexistuje (nepoznatelné) Ignorabimus.

Diofanticka rovnice

P(X1, X2y eeey Xp) =0,

kde P je polynom s celo¢iselnymi koeficienty. ReSenim té-
to rovnice je kazda n-tice celych Cisel, ktera tento polynom
anuluje.

Jiz EUKLEIDES (3. stol. pr. Kr.) napriklad naSel vSechna
reSeni rovnice
<2 + yz =2,

DIOFANTOS (3. stol.) resil rovnice 2. stupné ve 2 promén-
nych.



Velka Fermatova véta.

1768 LAGRANGE (1736 — 1813): vyresil obecné problém
rovnic 2. stupné ve dvou proménnych.

HILBERT: Bud’ dana diofanticka rovnice s libovolnymi
neznamymi a s celoCiselnymi koeficienty. Je treba najit
metodu, ktera by umoznila po konecném poctu operaci
rozhodnout, ma-li tato rovnice resSeni v celych Cislech.

1900 Alex THUE (1863 — 1922) Bud’ f(x) polynom
s celoCiselnymi koeficienty, jehoZ vSechny s€itance jsou
stupné alespon tretiho a ktery neni souc¢inem dvou nebo vi-
ce polynomii stupné alespon prvniho. Pak rovnice

f(x,y) =c, c celé
nemiuze mit nekonecné mnoho celoCiselnych reseni.

Z. jeho reSeni vSak nebylo mozno najit interval, v némz re-
Seni leZi, ani z ného neplynul algoritmus pro nalezeni téch-
to reSeni. Tento algoritmus nalezl v r. 1966 Alan BAKER
(*1939).

1938 nalezl FeSeni jistého specialniho typu Thoralf Albert
SKOLEM (1887 —1963).$kolem

AZ do vybudovani teorie algoritmii byly hledany metody
reSeni alespon jistych typu diofantickych rovnic. Nepodari-
lo se v§ak vyreSit ani nejjednodussi typ — rovnice ve dvou
proménnych. (Rovnice s jednou proménnou lze reSit snad-
no — plyne to z tzv. BEZOUTOVY véty — Etienne
BEZOUT (1730 - 1783) .)



Polovina tficatych let — teorie algoritmii Alan Mattison
TURING (1912 - 1954), Alonzo CHURCH (1903 -- 1995).

Podezreni, Ze problém nema reSeni.
Poznamka: MuZeme se omezit na reSeni v prirozenych
Cislech — plyne z Lagrangeovy véty.

Hierarchie: funkce — vycislitelna funkce — efektivné vycisli-
telna funkce.

Formalizaci vznikl pojem rekurzivni funkce.

Chceme popsat jistou tiidu funkci zobrazujicich (No)© do
No .

Jisté ,,jednoduché* funkce zvolime za Budou to
vSechny konstantni funkce (pozdéji uvidime, Ze staci vzit
jen funkci nulovou).

Dale sem zaradime funkci nasledovnika — tj. funkci

S(x) = x+1



a spocetnou mnozinu ,,projektivnich* funkci

Im,n(xla X2y eeey Xn) = Xm -

Rekurzivni funkce je nyni kazda funkce, kterou z téchto
zakladnich funkci obdrzime tim, Ze na né kone¢né mnoho-
krat aplikujeme operatory substituce, primitivni rekurze
nebo minimalizace.

Operator substituce S,,,, je definovan takto:

jsou-li dany funkce

h(X1y eee s Xin)s E1(X15 coe s Xn)s coe s Eml(X1s ooe 5 Xp),
pak

Sm,n(hagla seey gm) = h[g1(X1, eee o Xn)a see gm(xla see Xn)] =
= f(Xqy oev 5 Xp) -

Téchto operatori je ziejmé spocetné mnoho.
Spocetné mnoho je i operatoru primitivni rekurze R, .

Méjme funkce
g (Xla eee 9 Xn) a h(Xla eee 9 Xpy Xn+1aXn+2) .
Pak
Ru(g,h) = f(X15 «ev 5 Xp41)s
kde
f(Xla oo 9 Xpy 0) = g(xla ooy Xn)
f(X1y oo s Xy Y1) = h[Xyy eev s Xy ¥ F(X15 eee 5 Xpp Y)] ©

Operator minimalizace umozZnuje prechazet od jiz sestro-
jené funkce f(xy, ..., Xy+1) k funkei g(xy, ..., Xx,) takto:



Predpokladejme, Ze pro kazdou n-tici [xy, ..., X,] existuje
alespon jedno x,.+; takové, Ze f(xq, ... , X, X;41) =0 . Pak
g(Xyy ... » X,) je nejmensSi x,.; takové, Ze

f(Xla eee 9 Xpy Xn+1) =0.

Kazda rekurzivni funkce je efektivné vycislitelna.

Predpoklad:

Churchova téze: Efektivné vycislitelné funkce jsou pravé
vSechny rekurzivni funkce.

Mnozina A nezapornych celych Cisel se nazyva rekurziv-
ni, jestliZe jeji charakteristicka funkce je rekurzivni. Mno-
Zina se nazyva rekurzivné spocetna, je-li oborem hodnot
néjaké rekurzivni funkce.

Véta: rekurzivni = rekurzivné spocetna

Véta: Hromadny rozhodovaci problém pro mnozinu A
nezapornych celych Cisel je algoritmicky reSitelny pravé
tehdy, kdyZ je A rekurzivni.

Priklady:
e je-li A mnozina vSech prvocisel, je problém algo-
ritmicky reSitelny
* rozhodnout, zda je formule vyrokového kalkulu
dokazatelna je algoritmicky reSitelné
e totéZz pro formule predikatového kalkulu neni algo-
ritmicky reSitelné

Formulace Hilbertova problému: Existuje algoritmus, kte-
ry by pro kazdou diofantickou rovnici rozhodl, zda ma re-
Seni?



Mnozina prirozenych Cisel se nazyva diofanticka, jestlize
jeji prvky jsou pravé vSechna reSeni néjaké diofantické
rovnice P(y, uy, ...,uy,)=0.

Napriklad mnozina {0,1,4,9, 16, ...} je diofanticka; pri-
slu$ny polynom je P(y,u)=y—u’.

Véta: Aby byl 10. problém algoritmicky FeSitelny, musi byt
kazda diofanticka mnozina rekurzivni.

Je tedy nutno dokazat toto tvrzeni nebo najit alespon jed-
nu diofantickou mnoZinu, ktera neni rekurzivni.

Zobecnéni diofantické mnoziny:
Mnozina A [ON" je diofanticka, jestlize existuje néjaka
diofanticka rovnice takova, ze

[yl”yn}DA = (DUI’...,umj P(yl’.”’yn’ul’”.’umj:O‘

Priklady diofantickych mnozin:

V dalsi historii sehrala dulezitou roli otazka:

Je mnozina E = {|x, vy, z|; z = x’} diofanticka?

Terminologie: napriklad ternarni predikat z = x +y je
pravdivy napriklad pro trojice [3, 2, 5] a [8, 6, 14] a ne-
pravdivy napriklad pro trojici [1,1,1].



n-arni predikat t(yy, ..., Yo ) se nazyva diofanticky, je-li
mnozina
{[Y1, eee 9 Yn]; T(Yls cee 5 Yn ) je pl'aniV)”}

diofanticka.

Priklady diofantickych predikatu:
W% ¥, 2): 2= X+, (X, ¥): X<y, Pa(X, ¥): X<y .

Binarni predikat u(x, y) se nazyva predikat exponencialni-
ho ristu, jestlize z pravdivosti H(x, y) vyplyva y <x' a
pritom pro kazdé prirozené Kk existuji Cisla x,y takova, ze
1<x,l(x,y) jepravdivy a x“<y.

Problém: existuje takovy predikat?
1952 Julia Robinsonova: Pokud existuje alespon jeden dio-

fanticky predikat exponencialniho rustu, je vySe uvedena
mnozina E diofanticka.

1933 1941 1985



1961 Robinsonova, M. Davis, H. Putnam: Pokud je E
diofanticka, je kazda rekurzivné spoCetna mnozina diofan-
ticka.

Vime vSak, Ze existuji rekurzivné spocCetné mnoziny, ktereé
nejsou rekurzivni. Dokaze-li se tedy, Ze E je diofanticka,
existuji diofantické mnoziny, které nejsou rekurzivni, tak-
Ze 10. Hilbertav problém neni reSitelny.

Podle Robinsonové vSak k tomu staci najit alespon jeden
diofanticky predikat exponencialniho ristu.

1970 J. V. MATIJASEVIC: takovy predikat existuje!
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Oznacme F, n-té Fibonacciho ¢islo.
O(u,v): v=F,,.

®(u,v) je pravdivy pro dvojice (0,0), (1, 1), (2, 3), (3, 8),
4,21), (5, 55), ... .

Z. vlastnosti Fibonacciho ¢isel pomérné snadno plyne, Ze
®(u,v) je predikat exponencialniho rustu. Je viak tireba
jesté dokazat, Ze je diofanticky.

Véta: v=F,, pravé tehdy, kdyz existuji prirozena Cisla
g, h, k, m, n, x, y, 7 takova, Ze plati nasledujici vzta
hy:

l.usv<m
2.m’—mz-7 =1
3.8 —gh—-h =1
4. m’ | g

S.m |(n-2)
6.2h+g) |(n-3)
7.5 —nxy+y° =1
8. m | (x-u

9. (2h+g) | (x-p)

Dusledek: ®(u,v) je diofanticky.

DODATEK

1960 H. PUTNAM: Existuje takovy polynom

QY1 «-- »YKoZ) patého stupné s celoCiselnymi koeficienty, ze
kaZdou rekurzivné spofetnou mnozinu M prirozenych ¢i-
sel 1ze ziskat jako mnoZinu nezapornych hodnot polynomu
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Q(y1 -+ sYks am) » kde ay; je konstanta, kterou lze efektivné
vypocitat na zakladé znalosti rekurzivni funkce f takové,

Ze M = {f(x); x LI Ny} .
Dusledek: existuje polynom 5. stupné takovy, Ze napriklad

vSechna prvocisla jsou jeho nezapornymi hodnotami.

Velka Fermatova véta.



Skolem

Albert Thoralf Skolem

Born: 23 May 1887 in Sandsvaer, Norway
Died: 23 March 1963 in Oslo, Norway

Click the picture above
to see alarger version
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Thoralf Skolem worked on Diophantine equations, mathematical logic, group theory, lattice theory and

set theory. In 1912 he produced a description of afree distributive lattice. He made refinements to
Zermelo's axiomatic set theory, publishing work in 1922 and 1929.

Skolem extended work by Ldwenheim (1915) to give the Léwenheim- Skolem theorem, which states that

if atheory has a model then it has a countable model. From 1933 he did pioneering work in metalogic
and constructed a nonstandard model of arithmetic.

He also developed the theory of recursive functions as a means of avoiding the so-called paradoxes of the
infinite.
Article by: JJ O'Connor and E F Robertson
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