Zavér 19. stoleti: 2 udalosti typické pro nasSe téma

8. 8. 1900 Hilbertova prednaska Matematické

problémy

David HILBERT | (1862 — 1943)

(Gaston Tarry (

1843 -- 1913) dokazal, Ze neexistuji

ortogonalni latinské ¢tverce 6. fadu. Tim pro n=26

potvrdil Eulerovu domnénku.



http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Hilbert.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Hilbert.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Tarry.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Euler.html
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VETA: Latinskych ¢tvercii iddu n je minimdlné
n!.(n-1)!. (n-2)! .. 1!

Pro n =6 je tedy latinskych ¢tvercii nejméné

6! 5!4!3!12!1!=24 883 200

LEONHARD EULER 1707-1783

| Leonhard EULER| (1707 — 1783)

Problematika moderni
diskrétni matematiky

1. Existuje konfigurace daného typu?
(ortogonalni latinské Ctverce 6. Fadu, konecna rovina 10.
radu, graf s danymi vlastnostmi, ...)

2. Sestrojit konfiguraci daného typu.


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Euler.html

3. Kolik je vSech konfiguraci daného typu?
4. Vygenerovat vSechny konfigurace daného typu.

5. Najit v néjakém smyslu ,,optimalni* konfiguraci
(nejkratsi cestu, nejlevnéjsi kostru, nejvétsi tok, ...).

Které konfigurace jsou nejbé€zné;jsi?

Grafy

Blokova schémata

Konec¢né geometrie
Usporadané mnozZiny
Rozklady cisel a mnozin ....

ALGORITMY

DnesSni pojeti pojmu:

e algoritmus je zformulovan v néjakém jazyku; jazyk je
mnozina slov v zadané abecedé

e problém je FeSen na zakladé vstupnich dat

e algoritmus je procedura, ktera probiha postupné po
jednotlivych krocich

* kazdy krok je jednozna¢né popsan algoritmem,
vstupnimi daty a vysledky predchazejicich krokt

* mozné odpovédi — vystupy jsou jednoznac¢né predepsany

e pri jakychkoliv vstupnich datech algoritmus konci po
kone¢ném poctu krokii
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Kofeny: Leibniz,| Babbage, [Boole, Frege, Peano.

V 90. letech 19. stoleti — Hilbert:| axiomaticka vystavba,

odvozovani tvrzeni z axiomiu, problematika bezespornosti.

1904: na 3. mezinarodnim matematickém kongresu

v Heidelbergu Hilbert popisuje, jak 1ze axiomy a véty
reprezentovat koneénymi posloupnostmi symbolii a
provérovani diukazi lze popsat ,,mechanickymi pravidly*.

1922: Hilbert zpFesiiuje popsané iivahy a formuluje
»rozhodovaci problém* — proceduru, ktera po jednotlivych
krocich testuje, zda 1ze formalni vyraz odvodit z danych
axiomi

1928 Hilbert popisuje studium téchto formalnich systémiu
ve spole¢né praci s Wilhelmem Ackermannem |(1896 —

1962). V témze roce Hilbert formuluje program, jak ma
byt matematika budovana.

1930 — 31 (zodel i véta o neuplnosti
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Kurt GODEL 1906 — 1978)

zOdel pri dilkazu véty zavedl tzv. rekurzivni funkce, které
v r. 1934 jesSté zobecnil. Jeho prace inspirovaly Churche,
Kleeneho, “ uringa a Posta.|
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Alonzo CHURCH] (1903 — 1995)
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Alan Mattison TURING (1912 — 1954)

Emil Leon POST]| (1897 — 1954)

Stephen Cole KLLEENE (1909 — 1994)

uringilv stroj

Churchova téze: Efektivné vycislitelné funkce jsou
pravé vSechny rekurzivni funkce.

Vznik teorie algoritmii.

1970 Stephen A. Cook z University Toronto: klasifikace
problémi (publikoval 1971) — tfida P, NP, uplné-NP

V nasledujici tabulce je priblizna doba k provedeni
algoritmu o slozitosti f(n) na stroji, ktery provadi 1 milion
operaci za sekundu
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n

10 100 1000
25 25x10°%s 25x10° 25x 107°
logn | 33x10°s | 6,6x10°s 1,2x10°s
n 10° s 10 s 5x107 s
f(n) [mlogan | 3,3x107s 6,6 x 10°s 6,1 x 10° s
n’ 10 s 0,01s 25's
2n’+5n | 3,5x10"s 0,21s 50 s
n’/100 107 s 0,01 s 21 min.
2" 107° 4x 10" rokda | 4,5x 10" r,

Priklady polynomialnich algoritmu:
nejkratsi cesta mezi dvéma body
uloha ¢inského post'aka

maximalni tok v siti

telefonni sit’ minimalni délky

Priklady nepolynomialnich algoritmu:
e problém obchodniho cestujiciho

 zjiSténi isomorfismu dvou konfiguraci

e problém dvou loupezniki

Klicové postaveni Borivkova problému:

VSechny algoritmy maji spole¢né jadro. Zacinaji od
izolovanych uzli (,,trivialni“ fragmenty). V kazdém kroku
se k jiZ sestrojenym fragmentiim pripoji dalSi hrana nebo

hrany.




Autor: J.B. KRUSKAL (1956)

1. Usporadej hrany do posloupnosti tak, Ze
f(hy) < f(hy) <... <f(hy).

2. Utvor graf (U,0J).
3. Pridavej postupné ty hrany hy, hy, ..., h,, které
neuzaviou kruznici.

Nejvhodnéjsi strukturu dat pro implementaci popsali

J.E. Hopcroft, J.D. Ullman (1972)

Jejich algoritmus pracuje v ¢ase O(e.log v), kde e je pocet
uzli, v pocet hran.

Autor: O. Boruvka (1926)

Nejstarsi a historicky nejzajimavéjsi. V prabéhu let byl
mnohokrat objeven.



Na jare 1927 Boruvka o algoritmu prednasel v Parizi na
seminaii u Elie Cartana. Ten vSak na to zi'ejmé zapomnél,
nebot’ v r. 1938 doporucil k publikaci praci

G. Choquet, Comptes Rendus 1938
v niz je Borivkiv algoritmus bez citace zopakovan.
Dalsi ,,objev“ téhoz algoritmu provedl

G. Sollin (1961)

Rukopis v§ak nepublikoval, ac¢koliv prace byla jiz dokonce

citovana v knize

Berge — Ghoula-Houri: Programming Games and
Transportation Networks, Wiley 1965

Boruvkiiv algoritmus:
1. Spoj KAZDY vrchol s nejbliz§im
2. Spoj KAZDY fragment s nejblizSim.

Hladovy algoritmus

Necht’ S je koneéna mnoZina, F za¢atek v2° a w vahova
funkce na S. Hledame mnozinu A [ F s nejvétsi vahou.
Hladovy algoritmus je nasledujici:

1. Vyber x; S tak, Ze {x;} O F a w(x;) je maximalni.
2. Kdyz takové x neexistuje : KONEC


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Cartan.html
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3. Zvol x; #x;tak, ze {x;.x;} OF aw(x;)>w(x) pro
kazdé x # x, {x; ,x} OF

4. Kdyz takové x neexistuje: KONEC

5. ceeenn

Po kone¢ném poctu kroki se algoritmus zastavi na néjaké
mnoziné X. Kdy je tento algoritmus spravny pri libovolné
vahové funkei?

Véta: Hladovy algoritmus resSi zadany problém pri
libovolné vahové funkci pravé tehdy, kdyz je (S, F )
matroid.

Linearni programovani

Standardni simplexovd metoda NENI polynomilnim
algritmem.

Chacijan 1979: ,,elipsoidova metoda* JE polynomialni
algoritmus.
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LATINSKE CTVERCE

E. T. PARKER, Proc. AMS 10 (1959), 946 -949
Konstrukce ortogonalnich latinskych ¢tvercu radu 22.

Definitivni odpovéd’ v r. 1960:

R. C. BOSE - S. S. SHRIKHANDE, Trans. AMS 95 (1960),
191 - 209

Ortogonalni latinské Ctverce existuji pro kazdé prirozené
n>2 kromén=6.

Pritom je evidentni, Ze kazda mnoZina po dvou
ortogonalnich latinskych ¢tvercii Fadu n ma nejvySe n-1
prvki.

Priklad - ortogonalni ¢tverce radu 10

00 49 17 96 28 83 75 61 52 34
76 11 59 27 90 38 84 02 63 45
85 70 22 69 37 91 48 13 04 56
58 86 71 33 09 47 92 24 15 60
93 68 80 72 44 19 57 35 26 01
67 94 08 81 73 55 29 46 30 12
39 07 95 18 82 74 66 50 41 23
21 32 43 54 65 06 10 77 88 99
42 53 64 05 16 20 31 89 97 78
14 25 36 40 51 62 03 98 79 &7
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KONECNE ROVINY

Definice: Bud’ A konefna neprazdna mnozina, [1 néjaky
systém jejich neprazdnych podmnozin. Prvky mnoziny A
v dalSim nazyvame body, prvky mnoziny [ primky. Dvojici
(A, 10 ) nazveme konecnou afinni rovinou, jestlize plati:

I. Kazdé dva ruzné body lezi na pravé jedné primce.

II. Ke kazdému bodu x[JA a kazdé primce p , x[p
existuje pravé jedna primka q takova, ze x[lq, pnq =
0.

IT1. Existuji tfi navzajem rizné body, které nelezi na jedné
primce.

Rad konecné roviny, rovnobézky, smér.

Véta: Kone¢na afinni rovina ¥fadu n ma n’ bodiia n*+n
primek. Na kazdé primce lezi n bodu a kazdym bodem
prochazi n + 1 primek. VSechny primky lze rozdélit do
n+1 sméru a kazdy smér obsahuje n rovnobézek.
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I | 2 3 4

Prvni II 5 7 6 8
smer I1I 10 11 9 12
v 15 14 16 13

\Y 13 1 5 9

Druhy VI 14 10 2 6
smer VII 11 15 7 3
VIII 4 8 12 16

IX 6 16 1 11

Treti X 12 5 15 2
smer XI 8 9 3 14
XII 13 4 10 7

XI1II 7 12 14 |

Ctvrty X1V 2 13 8 11
smer XV 16 3 10 5
XVI 9 6 4 15

XVII 1 8 15 10

Paty XVIII 9 2 7 16
smer XIX 3 12 13 6
XX 5 14 11 4

Véta: Konecna afinni rovina radu n >3 existuje pravé
tehdy, kdyz existuje n-1 latinskych ¢tvercii n-tého radu,
z nichz kazdé dva jsou navzajem ortogonalni.

Dusledek: Neexistuje konecna rovina 6. radu.
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Konecnych afinnich rovin existuje nekone¢né mnoho,

Véta: Je-li prirozené Cislo n mocninou néjakého
prvocisla, existuje kone¢na rovina n-tého radu.

Véta: (P. H. Bruck - H. J. Ryser 1949) Necht’ prirozené
¢islo n neni souctem ¢tverci dvou prirozenych Cisel a
necht’ n=1 (mod 4) nebo n=2 (mod 4). Pak neexistuje
konec¢na rovina radu n.

10! 9! 8! 7! 6! 5! 4! 31 2! 1! = 6,658 606 583 . 10",

Analogicky se definuje projektivni rovina:

Definice: Bud’ A koneCna neprazdna mnozina, [1 néjaky
systém jejich neprazdnych podmnozin. Prvky mnozZiny A
v dalSim nazyvame body, prvky mnoziny [ primky. Dvojici
(A, O ) nazveme konecnou projektivni rovinou, jestlize

plati:
I. Kazdé dva ruzné body lezi na pravé jedné primce.

II. Kazdé dvé rizné primky maji spoleCny pravé jeden

bod.

ITI. Existuji ¢tyFi navzajem riuzné body, z nichZz Zadné tr¥i

nelezi na jedné primce.

Jestlize v§echny primky maji n+1 bodi, nazyvame radem

roviny Cislo n.



15

Priklad konecné projektivni roviny 2. radu:

ol

Blokova schemata

Tacob STEINER (1796 - 1863) zformuloval v r. 1853
problém trojic:

Pro ktera prirozena n lze z danych objekti vytvorit
trojice tak, aby se kazdé dva prvky vyskytly spole¢né
pravé v jedné trojici?

V r. 1859 dokazal M. RIESS, Ze vcelku evidentni nutna
podminka je i dostateCna:

Véta: Na n-prvkové mnoziné existuje systém
Steinerovych trojic pravé tehdy, kdyZ n =6k + 1 nebo n =
6k + 3, n > 3, k celé. V tom pripadé je téchto trojic
n(n-1)/6 a kazdy prvek se vyskytuje v (n-1)/2 trojicich.

Priklad:

n=3 : 123



http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Steiner.html
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123 167 257
145 246 347
123 179 278
145 249 348
168 256 357
XXX
X X
X X | X
X X X
X X
X | X X
X X

ol

356

369
467
589
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TEORIE ENUMERACE

Centralni roli hraje tzv. Burnsidovo lemma.

William BURNSIDE| (1852 —1927)

Historie: V roce 1897 publikoval Burnside foto tvrzeni ve
své klasické knize o kone¢nych grupach. V této knize je

v poznamce pod ¢arou uvedena jako pramen tohoto
tvrzeni prace Georga FROBENIA (1849 — 1917) z roku
1887. Ve 2. vydani Burnsidovy knihy byla tato poznamky
vynechana a tvrzeni se zac¢alo fikat Burnsidovo lemma. Ve
kutecnosti se viak toto tvrzeni poprvé vyskytuje v praci

Augustina-Louise CAUCHYHO (1789 — 1857) z roku 1847.



http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Burnside.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Burnside.html
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http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Frobenius.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Burnside.html
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Ozna¢me S, symetrickou grupu na n-prvkové mnoziné

X. Necht G je podgrupa v S, . Pro x,y [ X poloZime
x=y(6)

pravé tehdy, kdyz existuje permutace g [1 G takova, Ze

g(x) =y.

Je zfejmé, Ze = je ekvivalence na G. Tridy prisluSného

rozkladu na G se nazyvaji orbity.

Véta: Necht’ Oy je orbita obsahujici prvek k a Gy
podgrupa v G permutacis pevnym prvkem k. Pak

UG kDO U= UG

Priklad: Necht G je podgrupa v S5 generovana
permutaci a=[12 3][4 5].
G tedy tvori permutace

=112 3] [45]

=1132] [4] [3]

=11 [2] [3] [4 5]

=[123] [4] [S]

=1[132] [45]

ag = [1] [2] [3] [4] [S] [6] =e.

Orbity jsou tedy {1,2,3} a {4,5}, O, = {1, 2,3},

G, = {a’, a%.
Plati

UG, xUO,U=0G0=6.
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Burnsidovo lemma: Ozna¢me p(g) pocet pevnych bodi
permutace g . Pocet orbit podgrupy G S, je roven Cislu

=05 pl).-

G =
Priklad: Aplikaci na predchazejici priklad dostaneme
p(a)=0,p(a*)=2,p(a’)=3,p(a’)=2,p(a") =0,

p(a®) =5, takZe pocet orbit je
2+3+2+5)/6=2.

1937 E(’)lgova véta.

George POLYA| (1887 — 1985)

Jak v r. 1960 uvedl F. Harary, podstatné myslenky tohoto
tvrzeni Ize nalézt v praci J. H. Redfielda z r. 1927.
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