9. Prvociselna dvojcata

Ve druhé poloviné 20. stoleti byly vyieSeny nékteré slavné problémy, s nimiz se
matematikové potykali mnohdy celd staleti. Jiz jsme se zminili, Ze v r. 1995 byla

dokazana tzv. Velkd Fermatova véta a jiz diive byla rozieSena hypotéza

kontinua a problém ¢tyr barev. (Hypotéza kontinua byla asi nejslavnéjSim
matematickym problémem 20. stoleti. Tykala se toho, zda existuje mnoZina,
ktera ma vétsi mohutnost nez mnozina vSech pfirozenych cisel, av§ak mensi nez
mnozina vSech redlnych cisel. V r. 1963 dokdzal americky matematik P
$, ze tuto hypotézu nelze v Zermelo-Fraenkelové teorii mnozin ani
dokézat ani vyvratit. Problem ctyr barev z teorie grafli se -- obrazné feceno --
tykal toho, jaky je nezbytny pocet barev, s nimiz vysta¢ime pii vybarvovani
,Jakékoliv* politické mapy tak, Ze sousedni izemi budou vybarvena rozdilng.
Ptfesna formulace ovSem vyzaduje precizaci uvedenych pojmti. V r. 1976 bylo
dokéazéano, Ze stali Ctyi1 barvy. K dikazu bylo zdsadnim zplsobem vyuZito
pocitact.)

Ptesto dodnes ziistava -- a to 1 v teorii ¢isel — mnoho nevyteSenych problémii,
které odoldvaji vSem pokusiim o jejich zdolani. Formulace mnohych z nich je
pfitom az piekvapivé jednoduchi. Zmiiime se tedy na zavér alespoil o
nekterych.

Jak zndmo, prvociselnymi dvojcaty rozumime prvocisla, jejichz rozdil je 2.
Ctenaf si jisté okamzité vybavi napiiklad prvodisla 11, 13 nebo 29, 31. Dobie
zapamatovatelnd prvociselnd dvojcata jsou napiiklad 1 000 000 000 061 a
1 000 000 000 063.

I pfi hledani novych prvociselnych dvojcat v poslednich letech sehrava zasadni
roli vypocetni technika. Tak se naptiklad v r. 1995 podaftilo najit prvociselna
dvojcata

570918 348 x 10°'% +1,

kterd maji 5129 Cislic.
Nejveétsi dosud znama prvociselnd dvojcata objevil 17. 1. 1999 francouzsky
elektroinzenyr HENRI LIFSCHITZ. Jsou to Cisla

361 700 055 x 23792041,

kterda maji 11 755 cifer.

Ptfestoze se vSak prvociselnd dvojcata vyskytuji prakticky v celém dosud
probadaném useku piirozenych ¢isel, neni dodnes zndmo, zda je jich kone¢né
nebo nekonefné mnoho. Mezi zndmymi piedpovéd'mi pfitom panuji znacné
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rozpory, nebot’ indicie naznacuji zcela rozdilné vysledky. Jistou napoveédou by
napiiklad mohla byt nasledujici skute¢nost.
Vime, ze tzv. harmonicka rada

diverguje, tj. ke kazdému kladnému ¢islu A>0 existuje takové ptirozené ¢islo ng
, 7€

Za“l:1+l+l+...+L >A.
v 1 2 3 n,

Dovolme si nyni kratkou odbocku. Skutecnost, Ze harmonicka fada diverguje, je
vSeobecné zndma a sdéleni tohoto faktu nechdva studenty pii pfedndSce z
matematické analyzy zcela chladnymi. Pfi vhodné interpretaci vSak je tato
okolnost ptimo ,,désiva“.

Ptedstavme si iseCku o délce rovné naptiklad vzdalenosti nasi Zemé od nejblizsi
hvézdy mimo nasi slune¢ni soustavu, coz -- jak znamo -- je vice nez 4 svételné
roky. Divergence harmonické fady znamenda, Ze kdyZz za¢neme tuto usecku
pokryvat postupné tiseCkami, z nichZz prvni bude dlouhd 1 mm, druhd 1/2 mm,
tieti 1/3 mm atd., pak koneénym poctem téchto tsecek uvedenou vzdalenost
k Proxim¢ Centauri pokryjeme.

Kolik by téch tusefek ovSsem mélo byt -- jak za okamzik uvedeme -- nelze dost
dobie vilbec vycislit. Popisovany piiklad ndm vSak poslouzi k dokumentaci
dvou na prvni pohled nesouvisejicich fakti. Piedev§im si miizeme opétovné
uvédomit, jak odvdzného kroku se dopoustime, kdyz ve vyucovani bézné a bez
rozpakii hovofime o souctech celych nekonecnych (napiiklad geometrickych)
fad. Vlastnosti harmonické fady soucasné dobfte ilustruji zcestnost v posledni
dob¢ Castych nédzord, ze role matematiky klesa, nebot’ ,,pocitat“ za nas budou
pocitaCe a zatézovat zdky né&jakou ,teorii“ je tak v podstaté zbytecné.
Divergentni fada totiz roste tak ,,pomalu, Ze ani sebelepsi pocitate dodnes
,nepoznaji“, Ze tato fada nema konedny soucet. Zadny dnesni superpoéitad
nedovede seCist ani tolik €lent, aby dosahl naptiklad mezisouctu 20. Jinak
feceno, zadny pocita¢ nepoznd, ze skladanim vySe uvedenych kratkych tsecek
muze dosahnou délku 20 mm. Jak by tedy mohl ,,dohlédnout az k nejblizsi
hvézdég!

Zatim jsme vSak ani nenaznacili, jak harmonicka fada souvisi s problémem
prvociselnych dvojcat. Nyni to tedy napravime.

Vybereme-li z harmonické ftady nékteré cCleny, mize tato vybrand ftada
divergovat 1 konvergovat. Napiiklad fada



diverguje, zatim co fada

jak znamo konverguje, nebot’ je to geometricka fada s kvocientem 1/2.

Nyni jiz mizeme zformulovat jeden vyznamny rozdil mezi posloupnosti
(p,), vSech prvocisel a posloupnosti t&ch prvocisel, ktera tvoii prvoéiselna
dvojéata. Rada
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utvofena pomoci vSech prvocisel diverguje. Kdyby divergovala i fada
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v niz se ve jmenovateli postupné objevuji vSechna prvociselna dvojcata,
existovalo by samoziejm¢ prvociselnych dvojcat nekoneéné mnoho. Jak vSak
ukazal BRUN, tato fada konverguje. Urcit jeji soucet, jemuz se tikd Brunova
konstanta, je velmi obtizné. V r. 1974 urcili D. SHANKS a J. W. WRENCH jeji
piibliznou hodnotu 1,902 160 5... , v inoru 1999 ji na hodnotu 1,902 160 582
zpiesnil THOMAS NICELY, ktery k tomuto zptesnéni vyuzil vSech prvociselnych
dvojéat az do fadu 1,5 x 10" . Pii t&chto vypoétech objevil chybu procesoru
Intel Pentium. Tim jen ilustrujeme fakt, ktery jsme jiz uvedli: zdanlivé
samoucelna hledani velkych prvocisel a jiné analogické Cinnosti dnes poméahayji,
kromé jiného, 1 pfi testovani hardwaru a softwaru.

Co lIze vydedukovat z konvergence druhé z uvedenych fad? Samoziejmé by tato
fada me¢la konec¢ny soucet (a tedy konvergovala), pokud by prvociselnych
dvojcat bylo pouze kone¢né mnoho. I kdyby jich vSak bylo nekone¢né¢ mnoho,
je zifejm¢ prechod od vSech prvocisel k prvociselnym dvojCatim vyraznéjSim
kvalitativnim zlomem nez pfechod od pfirozenych ¢isel k prvocislim.

Jestlize pravé uvedeny fakt naznacuje, ze prvociselnych dvojcat by mohlo byt
pouze konecné€ mnoho, jiné skute¢nosti €1 hypotézy napovidaji opak.

Z tzv. zakladni véty o prvocislech plyne, Zze kdyz n je ,,velké* ptirozené Cislo,
pak pravdépodobnost toho, Ze pfirozené Cislo 1 < x < n je prvocislem, je



piiblizn¢ 1\ In n . Cim vé&tsi je Cislo n , tim lepSi aproximaci pfitom uvedeny
vztah udava.

(Popsany vztah predpovédél jiz v r. 1798 francouzsky matemiatik ADRIEN-

MARIE LEGENDRE ([1752 -- 1833). Dikaz vSak provedli v r. 1896 nezavisle na
SOb& belgicky matematik JHARLES JEAN DE LA VALLEE-POUSSIN|(1866 -- 1962)
a francouzsky matematik JACQUES HADAMARD (1865 -- 1963).) Na rozdil od
této véty jsou vSak nasledujici avahy o prvocislech pouze hypotézami. Tyto
hypotézy vSak byly ovéfovany naroénymi pocitaCovymi testy, v nichz prozatim
dokonale obstaly.

Zvolime-li pfirozené ¢islo x tak,Zze 1 <x<n, je pravdépodobnost toho, ze x

1
(ln n)2

dvojic tvoticich prvociselnd dvojcata. Jestlize vSak Cislo x z

1 x+2 jsou prvocisla, pfiblizné . Jinak feCeno, v intervalu <I, n> lezi

pfiblizné

1
(lnn)2
intervalu <1, n> je prvocislo, stoupne pravdépodobnost toho, ze 1 x+2 je
n[1,32032...

L
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prvocislo, z hodnoty

Ptitom plati, Ze

n =00
" (inn)’ S
coZ by zase naznacovalo, Ze prvociselnych dvojcat je asi nekonecné¢ mnoho.
Jakkoliv jsou tyto tuvahy nedokdzané, panuje znacna shoda mezi jejich
piedpovédmi a skute¢nosti. V nasledujici tabulce pro zajimavost uvadime
nekolik intervali o délce 150 000 . Ve sloupci P je pocet predpovézenych a
ve sloupci N skute¢né nalezenych prvociselnych dvojcat.

lim

Interval P N

100 000 000 - 100 150 000 584 601

1 000 000 000-1 000 150 000 461 466

10 000 000 000 -10 000 150 000 374 389

100 000 000 000 -100 000 150 000 309 276

1 000 000 000 000 -100 000 150 000 259 246

10 000 000 000 000 -10 000 000 150 000 221 208
100 000 000 000 000 -100 000 000 150 000 191 186

1 000 000 000 000 000 -1 000 000 000 150 000 166 161
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