4. Dokonala Cisla

Jiz starofeCti matematikové znali Ctyfi pozoruhodna Ccisla, kterd je
fascinovala. Byla to Cisla 6, 28,496 a 8 128.

V c¢em spocivala jejich pozoruhodnost?

Kazdé z téchto Ctyt Cisel je rovno souctu vSech svych vlastnich déliteld.
(Ptfipomenme si, ze vlastni délitel Cisla n je kazdy délitel mensi nez n.)
Skutec¢né,

6=1+2+3, 28=1+2+4+7+14 atd.

Tato vlastnost musela doslova uchvatit zejména pythagorejce, ktefi
prohlasili ¢islo za zaklad a podstatu svéta. Podle jejich uceni fad svéta podle
nich vznika spojovanim protikladi v urCitych ¢&iselnych pomérech a jen
dodrzovani téchto pomértl zaruéuje harmonii. Cisla s popsanou vlastnosti proto
nazvali dokonala.

Prvni, skute¢né mimotaddné dulezity vysledek o téchto Cislech, odvodil jiz
kolem roku 300 pt. n. 1. Zakladech, o nichz jsme se jiz zmitiovali.
V IX. knize, ¢asti XXXVI, dokdzal nasledujici tvrzeni:

Kdyz jest dano po radé od jednotky néekolik cisel v pomeéru jedné ku dvema,
az soucet vSech se stane prvocislem, a kdyz se ten soucet zndsobi cislem

poslednim a vznikne jiné, vzniklé cislo bude dokonalé.

Jinak feCeno, je-li 1+2+4+8 + .. + 2" prvocislo, pak je Cdislo
2" (1+2+4+8 + ... + 2")dokonalé.

ProtoZe v§ak
[+2+4+8 +. + 2" =2,
mizeme Eukleidiv vysledek zformulovat takto:
Jje-li M, = 2"-1 prvocislo, je ¢islo P, =M, . (2"-1) dokonaleé.
V pravé zavedeném oznaceni tedy mliizeme fici, Ze jiZ v antice byla znama
dokonala ¢isla P,, P;, Ps a P-.

(Pro uplnost dodejme, Ze oznaceni M, souvisi s tim, Ze prvocisla tohoto
tvaru se nazyvaji MERSENNOVA.|O diivodech se vice dozvime v dal§im oddilu.)



http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Euclid.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Mersenne.html

Uvedena Gtyfi ¢isla uvadi ve své udebnici Arithmétiké eisagdgé (1. Uvod do
matematiky) i NIKOMACHOS 7z GERASY, fecky filosof z prvni poloviny 2. stoleti
n.l. Tuto ucebnici komentoval zhruba o 150 let pozdéji IAMBLICHOS Z
CHALKIDY (asi 270 -- 330), ktery jest¢ 800 let po pythagorejcich ptipisoval
¢islim rtizné magické vlastnosti.

Protoze Cisla 6, 28, 496 a 8 128 maji postupné 1, 2, 3 a 4 cifry, vyslovil
hypotézu, Ze pro kazdé ptirozené n existuje pravé jedno dokonalé ¢islo o n
cifrach a na poslednim mist¢ se pravideln¢ stiidaji ¢islice 6 a 8.

Prvni ¢ast IAMBLICHOVY hypotézy je nespravnd, coZ koneckoncli neni
piekvapujici. Vychazela totiz z preference dekadického zéapisu ¢isel, ackoliv z
Cist¢ matematického hlediska neni zadny divod, pro¢ desitkovou soustavu
preferovat proti ostatnim. Druhd cast Iamblichovy hypotézy je alespont zCasti
spravna; kazdé dokonalé Cislo skute¢né konci cifrou 6 nebo 8. Vime dokonce
jesté vice: kazdé dokonalé ¢islo konéi (v dekadickém zépisu) bud'to dvojCislim
28 nebo cifrou 6, pred niz stoji liché ¢&islo. Cislice 6 a 8 se viak pravidelnd
nestiidaji.

JiZz ve stiedov€kych rukopisech je zminovano paté dokonalé Cislo 33 550
336 ( = Py3), neni vSak znamo, kdo je objevil. (N¢ékdy je jeho objeveni
pipisovano  JL MULLEROVI | (1436 -- 1476), znamému pod jménem
EGIOMONTANUS. | Dalsi dvé dokonala disla, Sesté a sedmé, nasel v r. 1603
PIETRO CATALDI (1552 -- 1626); jejich hodnoty jsou 8 589 869 056 (= Py;) a
137438 691 328 (= Py9). VSechna tato Cisla pfitom byla tvaru, ktery uvadél
EUKLEIDES |ptestoze ten dokézal pouze dostate&nost vyse uvedené podminky.

Ze tyto vysledky byly zakonité, dokazal az v 18. stoleti, dva tisice let po
Eukleidovi, kter}'/ odvodil, ze suda dokonala Cisla jsou pravé cisla
popsana EUKLEIDEM. Sam EULER nasel dalgi, jiz osmé dokonalé &islo P3; =2 |
M.

1 oy v
LEGNHARD EULER 1707-1783

Euler na vychodonémecké znamce

Toto ¢islo bylo dlouho povazovano za nejvétsi dokonalé ¢islo, které bylo
mozno odhalit. (Pfesnéji feceno, Eulerovym cilem bylo zjistit, zda je ¢islo Mj,
prvocislo. O divodech téchto snah budeme podrobné hovoftit pozd¢ji. Dokonalé
¢islo P;; pak bylo ,,vedlejSim produktem* tohoto snazeni.)

Jeste naptiklad v roce 1814 napsal anglicky matematik ve své
knize A New Mathematical and Philosophical Dictionary, ze toto posledni
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dokonalé Ccislo je nejvetsim dokonalym cislem znamym v soucasnosti a
pravdépodobné nejveétsim, jaké kdy bude objeveno.

Nalezeni podstatné vétSich dokonalych Cisel umoznil az nastup vypocetni
techniky ve 20. stoleti. O tom vSak budeme podrobnéji hovofit v ¢asti o hledani
velkych prvocisel.

Jesté¢ jsme vSak nevysvétlili jednu véc. VSechna prozatim popisovana
dokonala ¢isla byla suda. Jak je to tedy s lichymi dokonalymi Cisly?

Odpovéd’ je dosti prekvapiva: nevime! Jejich existence je jednim z dosud
nevyieSenych problémi a o nalezeni diikazu jejich existence ¢i neexistence
panuje dosti velka skepse. Je pouze znama tada dil¢ich vysledk, typu:

Liché dokonalé cislo -- pokud existuje -- musi byt vétsi nez 10°”, musi mit
alespon 8 prvociselnych delitelii, z nichz aspon jeden musi byt vetsi nez 300 000;
Jje-li mensi nez 10° "%, musi byt délitelné 6. mocninou nékterého prvocisla, atd.



